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Prefacio

El presente documento es una guia para el curso nivelatorio de Mecanica Clésica
que en la Universidad del Tolima se ofrece a los estudiantes que ingresan a la Maes-
tria en Fisica, procedentes de carreras de pregrado que no incluyen en sus planes
de estudio una sélida formacién en fisica o en matematicas, como la requerida para
adelantar el curso de Mecanica Clasica a nivel de maestria. No se trata de un texto
que sustituya la formaciéon que proporciona un pregrado en Fisica, sino un compendio
breve y conciso de temas que, a lo largo de los tltimos diez anos, hemos identificado
como fundamentales para los estudiantes que cursan la asignatura Mecanica Clésica
de la Maestria en Fisica.

A partir de nuestra experiencia como profesores de la Maestria en Fisica de la Uni-
versidad del Tolima, hemos recopilado en estas notas de clase algunos temas de carac-
ter fisico y matematico que los estudiantes deben abordar antes de cursar formalmente
la asignatura Mecédnica Clasica, a nivel de maestria.

Para elaborar estas notas consideramos como referencias primarias los libros Me-
canica Cldsica de Goldstein-Poole-Safko [1] y Dindmica Cldsica de Particulas y Sis-
temas de Thornton-Marion [2], textos a partir de los cuales se orienta la asignatura
Mecéanica Clasica en la Maestria en Fisica en la Universidad del Tolima. Como
fuentes secundarias, de donde se tomaron algunos ejemplos o problemas, estan las
referencias [3-7]. Como documentos complementarios, se utilizaron los libros [8-19]
y las notas de clase [20-26], principalmente para revisar detalles de organizacién y
presentacién de algunos temas.

Algunos de los contenidos se describen detalladamente, segtin el criterio y la expe-
riencia de los autores. Se presentan ejemplos, preguntas y ejercicios de nivel bésico e
intermedio, para que el estudiante reflexione y complemente el aprendizaje. Con esto
se pretende que el estudiante esté mejor preparado para abordar, durante el curso for-
mal de Mecanica Clasica, problemas de mayor nivel en los cuales se evidencie todo el
potencial de las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana.
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Es necesario aclarar que estas notas de clase no son, por supuesto, un texto nuevo
en Mecanica Clésica, area en la cual es limitada la innovacién teérica. No obstante,
como elemento diferenciador, hemos hecho un esfuerzo por presentar un desarrollo muy
detallado en varias secciones y ejemplos. Ademas, exponemos generalizaciones, exten-
siones o graficas de algunos problemas tradicionales que no han sido atn reportadas en
la literatura, segiin nuestra revisién bibliografica.

Otro elemento que consideramos diferenciador lo constituye el hecho de que, a
lo largo del texto, motivamos el uso de herramientas computacionales para resolver
algunos ejercicios y ejemplos, en los que presentamos explicitamente los comandos
utilizados. Particularmente, usamos el programa Wolfram Mathematica® debido a que
sus capacidades numéricas, simbdlicas y gréficas facilitan el rdpido desarrollo de pro-
cedimientos matematicos engorrosos o complejos, lo que permite enfocar la atencion
hacia la comprension de los conceptos fisicos.

Asi mismo, al final de cada capitulo se incluye una seccién de actividades comple-
mentarias en la cual se recomienda la lectura de referencias que permiten profundizar
en algunos de los temas abordados. De igual manera, en estas secciones se presentan
articulos, varios de ellos recientes, publicados en revistas de fisica y de ensefianza de
la fisica, que contienen formulaciones alternas a las presentadas y que motivan al estu-
diante a pensar en variantes que puedan efectuarse en algunos de los sistemas fisicos
mencionados.

El capitulo 1 constituye otro elemento diferenciador de estas notas de clase. En él
se presenta una seleccion, breve y concisa, de temas necesarios para entender y desa-
rrollar gran parte de los procedimientos mateméticos requeridos en la asignatura. Los
temas seleccionados son aquellos en que los estudiantes presentan mas dificultades,
de acuerdo con la experiencia de los autores como profesores en este curso. Nuestra
intencién con este capitulo es exponer, explicitamente, una buena parte de los pasos
matematicos, para facilitarle al estudiante el desarrollo de procedimientos complejos y
permitirle dedicar mayor tiempo a la comprensién de los conceptos fisicos. No todos los
temas que se incluyen se utilizan en los siguientes capitulos. Sin embargo, todos los te-
mas considerados son un soporte matemaético al abordar contenidos como: formalismos
lagrangiano y hamiltoniano, transformaciones canonicas, cuerpo rigido y oscilaciones
acopladas.

El presente libro se desarrolla bajo la siguiente estructura. En el capitulo 1 se tratan
topicos matematicos basicos que se requieren en un curso de Mecénica Clasica a nivel
de maestria. En el capitulo 2, se hace una introducciéon al formalismo newtoniano.
Posteriormente, en el capitulo 3, se estudian oscilaciones libres, amortiguadas, forza-
das y acopladas. En el capitulo 4, se presenta un preadmbulo al formalismo lagrangia-
no. Por ultimo, en el capitulo 5, se estudia el movimiento de dos cuerpos sometidos
a una fuerza central.

La experiencia a partir de la utilizacion de estas notas nos ha mostrado que, ade-
mas de servir como guia al curso introductorio, se han convertido en un documento
de consulta agil y practico de algunos temas, incluso durante el desarrollo del curso
formal de Mecanica Clasica en la maestria, ya que permiten ganar tiempo y facilitan la
interpretacién y el analisis fisico que resulta de la interaccién con el profesor.

Los autores
23 de noviembre de 2022






Capitulo

Toépicos matematicos
fundamentales

Este capitulo presenta, con enfoque préactico, una recopilaciéon de tépicos
matematicos sobre los cuales se debe tener conocimiento minimo y previo al
estudiar diversas formulaciones de la mecédnica clasica. Asumimos que el lector
esta familiarizado con las nociones basicas del célculo y el algebra lineal.

1.1. Matrices

Una matriz C' de tamano (o dimensién) m X n es un arreglo bidimensional
de mn elementos (o componentes) ordenados de la siguiente forma:

C11 C12 SN Clj ... Cin
C21 C29 s C25 ... Con
C— : : : : : : . (1.1)
Ci1 Ci2 - Gy ... Cip
Cml Cm2 ... Cmj ... Cmn
Los elementos de la matriz C' se representan por c;;, donde el subindice
t = 1,...,m indica el nimero de la fila y j = 1,...n el nimero de la co-
lumna.
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A continuacién se relacionan algunas operaciones entre matrices:

Suma de matrices. Consideremos dos matrices A y B de dimension
m x n (en adelante matrices m X n); si C es la matriz que resulta de la suma
de estas dos matrices, C = A + B, entonces, las componentes de C estan
dadas por

Cij = Qi + bl]
Producto de dos matrices. Sean A una matriz m xn y B una matriz n x

p, se define su producto, C = AB como una matriz m X p, cuyas componentes
son:

n
cij = Y airbij.
k=1

En general, el producto entre dos matrices no es conmutativo.

Producto directo (o tensorial) entre matrices. Consideremos dos
matrices A y B cuyas componentes son A, y Bpq, respectivamente. El pro-
ducto tensorial entre las matrices A y B se denota por A ® B y estd dado
por

auB . alnB

ang e agnB
A®B= . . .

amB ... amnB

mpXng
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Traza de una matriz. Sea A una matriz n x n. La traza de A se define
como la suma de los elementos de la diagonal. Es decir, Tr(A) = Y1~ ai. La
traza del producto de dos matrices es independiente del orden de la multipli-
cacién. Sea la matriz C = AB, entonces:

TT(AB) = Z Ciy
i
=D aipbpi
i P
=2 byiaip
P
= Z Cpp
P
Tr(AB) =Tr(BA).
Por otra parte, la traza de la suma de dos matrices es la suma de las trazas

de las matrices.

Determinante de una matriz. Sea A una matriz cuyos elementos estan
dados por
a b1 C1
az by ¢
A =

an by cy

El determinante de la matriz A se define como:

det(A) = Z €ijk...aibjcr - - -
ik..

donde €;j... es la generalizacién del denominado simbolo de permutacién (o
tensor) de Levi-Civita, €l cual estd definido como:

+1 si el namero de permutaciones de los subindices es par
€k =4 —1 si el namero de permutaciones de los subindices es impar
0 si al menos dos subindices son iguales
(1.2)
con i,j = 1,2,3 y €193 = 1. De forma explicita tenemos: €103 = €231 = €319 =
41 y €132 = €213 = €391 = —1. Con esta definicién, el determinante de una

matriz es la suma (o resta) de productos de elementos de la matriz, sin repetir
filas y columnas.
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Algunas matrices importantes son las siguientes:

= Matriz identidad. Es una matriz n x n cuyos elementos de la diagonal
principal son todos unos (1) y el resto de elementos son ceros (0). Se
representa por

10 ... 0

01 0
I= .

00 1

Observe que Tr(I) = n.

» Matriz inversa. La inversa de la matriz A se denota por A~! y cumple

con AAl=A"1A=1.

» Matriz transpuesta. La matriz transpuesta de A se simboliza por AT.
Los elementos de AT se obtienen intercambiando filas por columnas.

ail a2 @13 ... Qin a1] a1 a31 ... Qpl

. 21 Qe a3 ... Q2p T ai2 a2 a32 ... Qp2
SiA= . . . = A =

anl Gnp2 Gp3 ... Qapp A1p A2n Q3p ... Qanp

» Matriz simétrica. Una matriz se denomina simétrica si A = AT, es
decir, si a;; = aj. El nimero de componentes independientes de una
matriz simétrica de dimensién n x n es %

» Matriz antisimétrica. Una matriz se denomina antisimétrica si AT =
—A, es decir, si a;; = —aj;. Para cumplir esta condicién, los elementos
de la diagonal deben ser todos cero y, por lo tanto, la traza de una matriz
antisimétrica es igual a cero. El nimero de componentes independientes
de una matriz simétrica de dimensién n x n es @
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Toda matriz se puede descomponer en una matriz simétrica mas una
matriz antisimétrica. Si ¢;; son las componentes de la matriz C, entonces:

1 1
Cij = §C¢j + §Cij

1 1
= 5 (eij +ega) + 5 (e — ¢ji)
= Sij + A,’j.

Al intercambiar los indices i y j (i <> j) se obtiene S;; = Sj; y Ajj = —Aj;.
La matriz S es simétrica, mientras que la matriz A es antisimétrica.

» Matriz adjunta. La adjunta de la matriz A, denotada por A, es: AT =
(AT = (AT)*, donde el simbolo «*» se refiere al complejo conjugado.
Si la matriz es real, entonces la adjunta es igual a la transpuesta.

= Matriz ortogonal. Una matriz cuadrada A es ortogonal si su trans-
puesta es igual a su inversa. Esto es:

AAT=ATA=T & AT=A"1

Nota. Las transformaciones propias (impropias) se representan por ma-
trices ortogonales con determinante 1(—1).

» Matriz unitaria. Una matriz A es unitaria si AAT = I (o equivalente-
mente, AT = A~1). Esta definicién es la generalizacién del concepto de
matriz ortogonal al caso complejo.

» Matriz hermitica. Una matriz A es hermitica (o autoadjunta) si A =
A%, Estas matrices son de mucha importancia en fisica, ya que se usan
para representar observables en mecanica cuantica. Sus autovalores son
reales y sus autovectores son ortonormales, es decir, forman una base del
espacio al cual pertenezcan los vectores.

Transformacién de similaridad. Consideremos las matrices A y B de
dimensién n x n, y su inversa. Una transformacién de similaridad estd dada
por

A'=BAB™'.

Si la matriz B es ortogonal, la transformacién de similaridad es ortogonal y
si la matriz B es unitaria, la transformacién de similaridad es unitaria.



7

N\

Notas introductorias de mecénica clésica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

A continuacién se presentan algunas instrucciones para trabajar con ma-
trices en el software Wolfram Mathematica® (en adelante Mathematica), el
cual es una herramienta muy util para realizar operaciones con matrices.

Codigo en Mathematica

1= A= {{5,0,0}, {0,3,-2}, {0,-2,3}} (*Genera la matriz A%*)
outfi]= {{5,0,0},{0,3,-2},{0,-2,3}}

In2:= MatrixForm[A] (*#Muestra la matriz*)

5 0 0
outRl= |0 3 -2
0 -2 3

in[3l:= Id=IdentityMatrix[3]//MatrixForm (*Genera la matriz
identidad 3X3%*)
1 00
Out[3]=

in[4:= Det[A] (*Calcula el determinante de la matrizx*)
Outf4]= 25

insl:= Tr[A] (*Calcula la traza de la matriz*)

outjs]= 11

infe]:= Solve[Det[A- A Id]==0, A] (*Calcula los autovalores de
la matriz Ax*)

oulsl— {{} =1}, {A =5},{) =5}}

in[7]:= Eigenvalues[A] (*#0Otra forma de obtener los autovalores
de la matriz Ax)

outl= {5,5,1}

infg]:= Eigenvectors[A] (*Devuelve los autovectores de la
matriz Ax)

oufsl= {{0,-1,1},{1,0,0},{0,1,1}}

infol= A.A (%o MatrixPower[A,2]. Devuelve el producto de la
matriz A por si mismax)

oufol= {{25,0,0},{0,13,-12},{0,-12,13}}
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FEjercicios

1.1 Obtener la traza y el determinante de cada una de las tres matrices de
Pauli (o1, o9, 03):

(01 (0 i (1 0
YVt1ro0) 27 \d o) B 1lo -1 )

Ademas, verificar que son matrices hermiticas.
1.2 Hallar 01 ® 02 y 02 ® 03.

1.3 Considere la matriz cuadrada Joy,x2, dada por

(%)

donde O representa una matriz n X n cuyos elementos son todos ceros y 1
representa la matriz identidad n x n. Haga explicita la matriz J para n = 2.

Demuestre que J? = —1I,, JTJ = I, (es decir, es ortogonal), JT = —J
y det(J) = 1. Cabe mencionar que la matriz J se utiliza en el formalismo
hamiltoniano y en las transformaciones candnicas.

1.4 Verificar que una matriz simétrica nxn tiene % elementos indepen-

(n=1)

dientes y que una matriz antisimétrica tiene ——— elementos independientes.

1.5 Demostrar que el determinante y la traza de una matriz son invariantes
ante una transformacién de similaridad.

1.6 Demostrar que la propiedad de hermiticidad es invariante ante una
transformacién de similaridad unitaria (la transformacién de similaridad uni-

taria de una matriz hermitica da como resultado una matriz hermitica).

1.7 Demostrar que (AB)T = BTAT y que (AB)! = BTAT.
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1.2. Rotacion de coordenadas

Consideremos dos sistemas cartesianos bidimensionales X — Y y X' — Y’
con el mismo origen. El sistema primado estd rotado un angulo 6 con respecto
al sistema no primado en el sentido contrario a las manecillas del reloj (ver Fi-
gura 1.1). Un punto P ubicado a una distancia r del origen tiene coordenadas
(z,y) o (2/,y') relacionadas por

2 = xcosf+ysenf

' = —xsenf+ ycosh. (1.3)

Las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma matricial:

'\ [ cos sinf x Y e
(2)-( =) () = reon s

donde O es llamada matriz de rotacion. Obsérvese que det (O) = 1 y que el
producto de dos filas (o columnas) diferentes es 0, mientras que el producto de

cada fila (o columna) por ella misma es 1. Ademas OO = OTO = I, donde
O7 es la transpuesta de O, e I es la matriz identidad. Es decir, la matriz de
rotacién es ortogonal.

YV

P <

Figura 1.1: Rotacion del sistema de coordenadas en un angulo 6.
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En tres dimensiones se tiene que

Ty 011 012 013 X1

iL'IQ = 021 022 093 To <~ 77/ = 0777
/

Ty 031 032 033 3

con

3
/ .
T, = E oz, 1=1,2,3.
Jj=1

Los elementos o0;; son los cosenos directores (los cosenos de los dngulos en-

a

. ow R’ . ..
tre los ejes xj y x; dados por 7-*), los cuales satisfacen las condiciones de
J

ortogonalidad
3 3
ZOijOik =0k, O equivalentemente Zsz‘Oki = 0jk, (1.5)
i=1 i=1

donde 4 es el Delta de Kronecker, definido de la siguiente manera:
1 s o=k
5J’“_{0 si j#£k (1.6)

1.8 Obtener las Ecuaciones (1.3).

1.9 A partir de la Ecuacién (1.4), obtener las coordenadas (x,y) en fun-
cién de las coordenadas (2, y’) (transformacion inversa).

1.10 Verificar que la matriz de rotaciéon O dada por la Ecuacién (1.4)
es ortogonal.

1.11 Escribir explicitamente las Ecuaciones (1.5).

1.12 Demostrar que para angulos pequenos la matriz de rotacién Ozxg =
I+ i0oy ~ eia‘”, donde o9 es matriz de Pauli:

0 —1
0-2:(1' 0)

1.13 Escribir la matriz de rotacién asociada a rotaciones alrededor del eje
X3.
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1.3. Escalar

Una funcién escalar S es aquella que permanece invariante (no cambia)
ante una transformacién de coordenadas. Esto es: S(x,y,z) = S(2/,y/, /).

Como ejemplos de escalares tenemos la temperatura, la masa, el tiempo,
la carga eléctrica, la distancia entre dos puntos, etc.

Hay algunas cantidades que cambian de signo cuando se hace una inversién
de ejes (x; — —x;); a estas se les llama seudoescalares. Por ejemplo, el volumen
(V) de un cuerpo es un seudoescalar, ya que V(z/,y', 2') = =V (z,y, 2).

1.4. Vector

La cantidad V' = (V1, V5, V3) es un vector si sus componentes se comportan
ante una transformacién de coordenadas de la siguiente forma:

3
Vil = ZOUVj < V;/ = OijVj. (17)
=1

En la dltima ecuacion se ha usado la convenciéon suma de Einstein para abre-
viar la expresion; en esta notacién se entiende que hay una suma sobre el
indice repetido. Los elementos o0;; corresponden a los elementos de la matriz
de rotacién O. La relacién entre las componentes rotadas (V;) y no rotadas
(V;) del vector corresponde a una transformacion lineal.

Como ejemplos de vectores tenemos las siguientes observables: desplaza-
miento, velocidad, aceleracién, fuerza, momento lineal, momento angular (o
cinético), torque (o momento de fuerza), etc. La Expresién 1.7 se puede ge-
neralizar a un vector de N dimensiones V = (V1,Va, ..., V). En este caso se
tiene:

VIZOij‘/j, jzl,N (18)

2
Todo vector se puede representar en forma general como V = V;é; (usando
la convencién suma de Einstein), donde los é; son vectores unitarios ortonor-
males que forman una base del espacio vectorial al que pertenecen.

La magnitud de un vector es un escalar y estd dada por

V=V]=(V2+VE+ -+ VD). (1.9)
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Ejemplo 1.1 I

Sea V = (Vi, Va) = (zycy + y2ey, —w2c, — xycy). Verificar que Vi y V; sa-
tisfacen las reglas de transformacién (1.8), donde ¢, y ¢, son las componentes
de un vector constante ¢.

Solucién.
Las componentes rotadas del vector deben cumplir con la transformacion
lineal V' = 0;;V}:

» i =1: V] =y/(a'c), +yc,). Desarrollamos primero el término dentro del
paréntesis:
2'cl, +y'c,, = (x cos O + ysinf)(c, cos 0 4 ¢, sin0)
+ (—xsinf + ycosf)(—cy sinh + ¢, cos 9)
= 2, (cos? 0 + sin? 0) + ye, (cos? 0 + sin? )

= xCy + Ycy.

Podemos observar que este término es invariante bajo rotaciones (esca-
lar) por lo que:

Vl/ = y/(xcz + ycy)
= (—wsinf + ycosh)(xc, + ycy)
= (wycy + yPcy) cos O + (—xPc, — xyc,)sinf
=VicosO+ Vosinf = 011V + O12V5.

v i=2Vy = -2l (2le, + Y.

Vy = —a'(zey + yey)
—(ZE cos @ + ysin 6)(re, + ycy)
—(zyce + y2cy)sin @ + (—a?c, — wyc,) cos O
= —Visinf + Vo cos @ = O91Vy 4+ O Vs,

De esta manera, se ha mostrado que las componentes V; y Vj satisfacen
las reglas de transformacién (1.8).
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Ejercicto

1.14 Demostrar que la magnitud del vector V = (V1, V) es invariante ante
una transformacién de coordenadas.

1.5. Producto de un escalar por un vector

El producto de un escalar (A) por un vector (A) produce como resultado
otro vector. Algunos observables en fisica tienen esta estructura. Por ejemplo,
F= ma, p=muvy F= qE donde los vectores F a, p, v, E denotan fuerza,
aceleracién, momento lineal, velocidad y campo eléctrico, respectivamente, y
los escalares m y q se refieren a la masa y a la carga, en su orden.

Derivada respecto al tiempo del producto M

dAA)  d\ »  dA
b7 EA +Ao (1.10)

Los dos términos del lado derecho de la ecuacién anterior son vectores. Esta
expresion se usa, por ejemplo, en la segunda ley de Newton cuando la masa
de la particula no es constante. En este caso la segunda ley de Newton es:

o dp d(mﬁ) _dv _dm

dt — dt dt+ dt

Preguntas. (1) ;Qué efecto se produce en un vector cuando se multiplica
por un escalar? ;Cambia su direccién? ;Cambia su magnitud? (2) ;Conoce
algunos sistemas fisicos donde la masa varie con el tiempo? Mencione algunos
ejemplos.

1.6. Producto escalar de dos vectores

Consideremos los vectores A = Azt + Ayj + Ak = Zg’zl Aié y B =
Bi+Byj+B.k = Z?:l B;é;,donde é; =1, é; = Jy é3 = k. El producto escalar
(o producto punto) entre los vectores A y B estd definido por la expresién:

A- B = ABcosb, (1.11)
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donde 6 es el angulo entre los dos vectores. Obsérvese que Bcosf es la proyec-
cién del vector B sobre el vector A (ver Figura 1.2), y que el producto escalar
es cero cuando los dos vectores son perpendiculares. Ademds, si 0 < 6 < ,
entonces, —AB < A.-B < AB.

Si A = B en la Ecuacién 1.11, se obtiene la magnitud del vector mediante
el producto escalar:

A-A = A%

=

A = JA. (1.12)

Figura 1.2: Proyeccion del vector B sobre el vector A.

Una cantidad fisica que se define mediante el producto escalar es el trabajo
mecdnico (W) realizado por una fuerza 13, cuando la particula se desplaza de
una posicién a otra: W = F - Ay = F(Ar)cos6, donde Ar es el vector des-
plazamiento y F es la fuerza que actuia sobre la particula. Notese que cuando
estos dos vectores son perpendiculares, la fuerza F no realiza trabajo sobre el
cuerpo.
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Algunas propiedades del producto escalar:

— —

» Es conmutativo: A-B=5-A

= Es distributivo respecto a la suma de vectores: A- (B4 C) = (A - B) +

—

(4-C)

v

» Es asociativo respecto al producto por un escalar A: A(4-B) = (AA)-
A-(\B).

En general,

N
&
I
—
M w
=
>
&
—
M w
s>
Q('Y:)
~

= > AiBjé; - ¢ (1.13)

donde se usé la convencién suma o convencién de Einstein en el Gltimo término.
Ademas, se asumi6 que

& - &5 = 0ij, (1.14)

con 0;; simbolizando el Delta de Kronecker (ver Ecuacién (1.6)).

Derivada respecto al tiempo de un producto escalar:

d(A-B) dA - . dB
- B A. =
dt a P w
Observe que el resultado de esta derivada es un escalar.

(1.15)
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Ejemplo 1.2 I

Demostrar que para una particula de masa constante m

dT o
— =F.% 1.16
dt . (1.16)

donde v es la velocidad de la particula, T es la energia cinética (%mvz) y F es
la fuerza que actia sobre la particula (%), con p = m# denotando el momento
lineal.

Solucidn.

En la Ecuacién (1.15) asuma que los dos vectores son iguales: A = B = o

d(v-v) dv dv dv
= .4+ —=2".7 1.1
a a UV (L17)
es decir,
L) _dv
2 dt  dt
Al multiplicar la ecuacién anterior por la masa m se obtiene:
d(3mv?) d(m?)
_— = —_—
dt dt ’
dr -
— = F.v. 1.18
o v (1.18)

Pregunta. ;Cémo cambia esta ecuacion si la masa m no es constante?
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Ejercictos

1.15 Utilizando la definicién de producto escalar, hallar un vector perpen-
dicular al vector M = 37+ 47 — 5k. ;El vector hallado es tinico?

1.16 Dados los vectores A = 27 — 37+ 4k y B = 4 — 27 — I%, hallar el
producto escalar A - B y el dngulo entre los dos vectores.

1.17 Verificar que 6;; = 3 y que C; = C;0;;.

1.18 La ecuaciéon de un plano es x + y + z = 0. Escribir esta expresién
como un producto escalar entre dos vectores. ;Qué concluye?

1.19 Dos vectores A y B tienen la misma magnitud. Suponga que la mag-
nitud de la diferencia entre ellos (]A— B|) es 100 veces la magnitud de su suma
(|JA + BJ). ;Qué dngulo forman los vectores? ;Podrian ser perpendiculares?

1.20 ;Cémo cambia el producto escalar de dos vectores ante una inversién
de coordenadas (x; — —x;,i=1,2,3)7
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1.7. Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial A x B entre los vectores A y B es otro vector, per-
pendicular al plano determinado por A y B. Su direccion estd determinada
por la regla de la mano derecha y su magnitud por

|A x B| = ABsen®), (1.19)

donde 0 es el angulo entre los vectores. A partir de esta expresién se concluye
que si los dos vectores son paralelos, su producto vectorial es cero.

En fisica hay varias cantidades que se definen u obtienen a partir de un
producto vectorial. Por ejemplo, L=7x P, T =T X F y ¥ = & X 7, donde Les
el momento cinético o angular, 7 es el torque o momento de una fuerza, & es
la velocidad angular y 7 es el vector posicion de la particula; ¢/, p'y F denotan
la velocidad, el momento lineal y la fuerza, respectivamente.

Otra forma de hallar el producto vectorial es a través del determinante

o 7k
AxB=| A, A, A, |. (1.20)
B, B, B.
Utilizando propiedades de determinantes se demuestra que AxB=-BxA.

En forma compacta, la i-ésima componente de A x B se puede escribir como:
(/Y X g)z = eijk:AjBky (1.21)
donde €;;;, es el tensor Levi-Civita (ver Ecuacién (1.2)).

Derivada respecto al tiempo de un producto vectorial:

d(Ax B) dA _ & . dB
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Ejercictos

1.21 Considere la matriz (trabajada al final de la Seccién 1.1)

5 0 0
A=]10 3 -2
0 -2 3

Con ayuda del Mathematica, comprobar que los autovectores de la matriz
A son perpendiculares entre si. Como veremos méas adelante, en el caso en que
A esté asociada al tensor de inercia de un cuerpo rigido, estos tres vectores
indican la direccién de los ejes principales del cuerpo rigido. En este ejemplo,
uno de ellos corresponde al eje X y los otros dos se encuentran en el plano YZ.

1.22 Demostrar que:

(AxB)> = (AxB)-(Ax B)=A?B>—(A-B)?,
A-(BxC) = B-(CxA)=C-(AxB),
Ax(BxC) = B(A-C)-C(A-B),
(AxB)-(CxD) = (A-C)B-D)—(A-D)B-C)
1.23 Demostrar que €;jk€ipg = 0jpOrg — 0jqOkp = ‘ g; 52’(1 . Sugerencia:
P q

partir de la tercera ecuacién del punto anterior.

1.24 ;Qué condiciones deben cumplir los vectores ¥y p para que el mo-
mento angular de un cuerpo, L = 7 X p, sea cero?

1.25 ;Qué condiciones deben cumplir los vectores ¥y p para que el mo-
mento angular de un cuerpo, L = 7 X p, sea un valor constante diferente de
cero?

1.26 ;Cémo cambia el producto vectorial de dos vectores ante una inver-
sién de coordenadas (z; — —x;,1 =1,2,3)7
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1.8. Coordenadas cilindricas y esféricas

1.8.1. Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas estén dadas por (ver Figura 1.3):
Y
=\/22+y%  $p=arctan>; z =z, 1.23
p x?+y ¢ = arctan . z=z ( )

donde

T =pcoso; Y= psenqo. (1.24)
Los vectores unitarios de las coordenadas cilindricas en términos de los
vectores unitarios cartesianos estan dados por:

dr
p = dp =17cos¢+ jsen¢
@" k)
dp
ar
b = flﬁ, = —isen ¢ + jcos ¢, (1.25)
d¢
;2 = 2

Los vectores posicién, velocidad y aceleracion pueden ser escritos como:

o= pp+=2Z,
7= pp+ph+ 23, (1.26)
Fo= pp+2pp+ pp+ 2.
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Figura 1.3: Coordenadas cilindricas.

A partir de las Ecuaciones (1.25) se obtiene p=0dyp=dd— d*p.
Reemplazando estas expresiones en 7y 7 (dadas por las Ecuaciones (1.26))

se obtienen las componentes de la velocidad y la aceleracion en coordenadas
cilindricas:

UP = P
v = po. (1.27)
v, = Z



Capitulo 1: Tépicos matematicos fundamentales

y
ap = p_p¢2a
ag = po+2p9, (1.28)
a, = Z.

1.8.2. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas se definen como (ver Figura 1.4):

r= /22 +y2 + 22 0:arccos§; qﬁzarctan%, (1.29)
donde 0 € [0,7]; ¢ € [0,27] y

xr=rsenfcos¢; y=rsenfsen¢; z=rcosb. (1.30)

Los vectores unitarios de las coordenadas esféricas en términos de los vec-
tores unitarios cartesianos estan dados por:

dr
Fo= % =1isenfcos¢ + jsenfsen ¢ + l%cos@,
dr
dr
6 = ?[?’ = 7cos B cos ¢ + Jcosfsen ¢ — ksen b, (1.31)
do
dr
. dé L .
¢ = ‘d?" = —isen ¢ + jcos ¢.
do
Los vectores posicion, velocidad y aceleracion pueden ser escritos como:
o= TP
N (1.32)
R R
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Figura 1.4: Coordenadas esféricas.

A partir de las Ecuaciones (1.31) se obtiene 7 = 00 + dsenfo y 7 =
—(62 + ¢?sen? )7 + (6 — ¢?sen Bcosh)f + (dsen O + 20¢ cos B)p. Al sustituir
estas expresiones en 7 y 7 (dadas por las Ecuaciones (1.32)) se obtienen las
componentes de la velocidad y la aceleracién en coordenadas esféricas:

v o= T,
vg = 78, (1.33)
vy = rsenfo
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y
ar = i —1r6%—rsen®0¢?,
ag = 10+ 20 —rsendcos0p?, (1.34)
ag = rsen 0¢ + 2idsen b + 2rfg cos 0.

FEjemplo 1.3 I

A partir de las Ecuaciones (1.31) obtener 7, § y ¢, en funcién de los
vectores unitarios en coordenadas esféricas.

Solucién.
(a) Tomando la derivada respecto al tiempo de la primera de las Ecua-
ciones (1.31) se obtiene:

-

= (0 cosfcosp — igsenfsen d + j6 cos B sin ¢ + jdsen d cos ¢ — l%ésen@,
= 6 (icosfcos ¢+ Jcosfsin ¢ — ksen ) +dsend (—isen ¢ + jcos @),

0 é

-

= 06+ dsen 0@.
(b) Considerando la derivada respecto al tiempo de la segunda de las
Ecuaciones (1.31) se obtiene:

-

é = —iésen@comb—igﬁcos@send)—jésen@sengb—i—jq%cos@cosgﬁ—1250'0089,
é = —é(isen0c0s¢+jsenﬁsen¢+lz:cosﬁ) +¢cos B (—isen ¢ + jcos p),

7 ;
é = 79'7“+¢.>c059$.

(c) Al derivar respecto al tiempo la tdltima de las Ecuaciones (1.31) se
obtiene:

QZ; = —iqﬁ cos ¢ — jgb sen ¢,
é = —é(icosqﬁ + jsen ¢),
¢ = —o(sen 7 + coshf).
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1.9. Tensores

Un tensor T de rango r es una estructura matematica cuyas componen-
tes Tjjk.., se transforman, bajo una rotacién de coordenadas, de la siguiente
manera (nos limitaremos solo a este tipo de transformaciones):

z/]k(Xl) = AimAjnAkp v 'Tmnp.i.(X), (1.35)

donde estédn implicitas sumas entre indices repetidos y A;y,, = 0}/, es el
coseno del angulo entre los ejes  y x,.

Un tensor T es totalmente simétrico cuando al permutar cualquier par
de indices se obtiene la misma componente: T ;.. = T 4p... Por otro lado,
cuando al permutar un par de indices se obtiene la misma componente mul-
tiplicada por —1, el tensor es antisimétrico: T pq.. = —T 4p.... En fisica son
muy importantes los tensores y es 1til determinar si el tensor es simétrico (o
antisimétrico).

A continuacién se presentan algunos ejemplos de tensores.

= Escalares: son tensores de rango 0.
= Vectores: son tensores de rango 1.

= Delta de Kronecker §;;; (definido en la Ecuacién (1.6)): es un tensor
simétrico de rango 2. En tres dimensiones, tiene seis componentes nulas
(cuando j # k). Sus componentes no nulas (e iguales a 1) son 011, 22 ¥
033. Este tensor se representa por la matriz identidad I.

» Levi-Civita ¢;;, (definido en la Expresién (1.2)): es un tensor de
rango 3, antisimétrico en cualquier par de indices. En tres dimensiones,
tiene 27 componentes de las cuales seis son no nulas: €123, €132, €213, €231,

€312 Y €321-

= Tensor de Inercia: para un sistema conformado por N particulas, las
componentes del tensor de inercia estan definidas por

N 3
ﬂjk = Z M 5jk Z x?)z,i — Ta,jTak | > (136)
a=1 i=1
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donde m, es la masa de la a-ésima particula, x,; es la j-ésima com-
ponente del vector posicién de la a-ésima particula, d;, es el Delta de
Kronecker y 5, £ = 1,2,3. La expresion para el tensor de inercia es
simétrica, ya que lj; = lg;. Por lo tanto, tiene seis componentes inde-
pendientes: 1, lao, l33, I12, l13 € los.

Si la distribucion de masa en el cuerpo es continua, la expresiéon para
calcular las componentes del tensor de inercia serd

Lk = ///P(F) (%‘kZﬂﬂg —xﬂk> av, (1.37)

donde p es la densidad del cuerpo y dV el diferencial de volumen.

= Tensor de campo electromagnético: es un tensor de rango 2, cu-
yas componentes estan dadas por F, g = 0,43 — 0gAa, donde o, 3 =
0,1,2,3, Ay = (®/c, ff) es el cuadripotencial y 9, = (6%0, V). Este ten-
sor es antisimétrico, ya que F,3 = —Fpg, y su representacién matricial
es

0 E./c Ey/c E./c
—Ey/c 0 -B. By
—-Ey/c B, 0 —B, |’
~E.Je -B, By 0

donde E; son las componentes del campo eléctrico y B; son las compo-
nentes del campo magnético.

Nota. Un tensor de segundo rango se puede representar por una matriz,
pero no toda matriz cuadrada corresponde a un tensor.

Producto directo entre tensores. El producto directo de dos tensores
es un tensor de rango igual a la suma de los rangos de los dos tensores. Por
ejemplo, el producto directo de un tensor de segundo rango con uno de tercer
rango da como resultado un tensor de quinto rango: A;; ® By = Ajk By =
Tjkmip- Otro ejemplo importante es el producto directo de los vectores C =
(C1,C5,C5) v D= (D1, D2, D3) definido como C ® D = CD y componentes
C;D; = Ty, el cual da un tensor de segundo rango. En tres dimensiones la
representacion matricial de este tensor es:



7

N\

Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

CiDy CiDy CiDs
Ce®D=CTD=| CyD, CyDy CsD3
C3Dy C3Dy C3D3

Contraccién de tensores. Esta operacion entre tensores es una generali-
zacién al producto escalar entre dos vectores. Al multiplicar escalarmente dos
vectores (tensores de rango 1) se obtiene un escalar (= tensor de rango 0). La
suma de los rangos de los tensores que intervienen en el producto es 2 y el
rango del tensor final es 0, es decir, disminuye en dos el rango al contraer los
indices. Asi, se generaliza la contraccion de tensores de la siguiente forma:

Aijk:m Bpj = Tipkm'

Si en un producto directo de tensores hay dos indices repetidos, el resultado fi-
nal es un tensor cuyo rango es la suma de los rangos de los tensores menos dos.

Ejemplo 1.4 I

Demostrar que el producto de un tensor simétrico por uno antisimétrico
(en el mismo par de indices) es cero.

Solucién.
Asumiendo que A es un tensor de rango n, simétrico en los indices j, k, y
que B es un tensor de rango m, antisimétrico en los mismos indices j, k, se

obtiene:

A k. B jk.=A k. B k. (intercambiando j <> k)
= (A _jk.)(—B._jk..) (por ser A simétrico y B antisimétrico)
=—A k. B _jk.
=0.

De acuerdo con este resultado se obtiene d;;€;53 = 0.
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FEjemplo 1.5 I

Obtener la traza del tensor de inercia.

Solucién.
La traza del tensor de inercia esta dada por:

Traza |l =011 + oo + [33.

Utilizando la Ecuacién (1.36) se obtiene:
Trazal = Z Mq (511 Z le — xa,lan) + Zma (622 Zm?“ — Ia72Ia72>
« 7 e’ %
+> mq (533 > oali - %,3%,3)
a %

- S (z TS SIS oI B S S )
« 7 7 7
Trazal = QZWQZQ%,Z' = 227”047"3

Ejemplo 1.6 I

Obtener el tensor de inercia para un cuerpo rigido plano.

Solucion.

Supongamos que el cuerpo estda en el plano XY. En este caso el vector
posicién de la a-ésima particula es 75, = (%4, Yaq,0). Las componentes del
tensor de inercia son (ver Ecuacién (1.36)):
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Las componentes no diagonales estan dadas por:

lio = Zma (0 - wa,lxa,Z) = - Zma:caya
o «

li3 = Zma (0 - ma,lxa,?)) =0
«

o3 = Zma (0 —2q,2%0,3) =0
«

Ejemplo 1.7 I

Obtener el tensor de inercia de la molécula de agua (ver Figura 1.5).

Solucién.

La molécula de agua es un cuerpo rigido plano conformado por tres masas.
Por lo tanto, se pueden aplicar los resultados obtenidos en el ejemplo anterior.
Los vectores posicion de los atomos son:

Y
A
H;
a//
%,
y
Ogh’* 20
o —
? J52°0
N
\\
\\
(AN
.
\\
H,

Figura 1.5: Molécula de agua.
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Asumiendo que m; = mp = 16m, mg = mpg, = my mg = mpg, = m, las

T_i - T_é = (07 Oa 0)7
5 = rig, = (acosb2° asenb2°,0),
r3 = rg, = (acosb2°, —asen52°,0).

componentes del tensor de inercia son:

l13
lo3

3
Z may? = 2m(asen(52°))?,

3
Z maz2, = 2m(acos(52°))2,

D11 + Do = 2ma?®(sen?(52°) + cos?(52°)) = 2ma?,
3

- Z MaTalo = —ma(cos 52° sen 52° — cos 52° sen 52°) = 0,

a=1

0,
0.

De esta manera, la matriz asociada al tensor de inercia es

sen?(52°) 0 0
I = 2ma? 0 cos?(52°) 0
0 0 1
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FEjemplo 1.8 I

Obtener el tensor de inercia respecto al origen del tridngulo rectangulo e
isosceles que se muestra en la Figura 1.6.

Solucién.

Este es otro ejemplo de cuerpo rigido plano (de distribucién continua de
masa) de tal manera que también se pueden aplicar los resultados del Ejem-
plo 1.6, teniendo en cuenta que el tridngulo tiene distribucién continua de
masa.

g

> X

(0,0) (a,0)

Figura 1.6: Triangulo rectangulo e isésceles.

Como la distribucién de masa es superficial, el tensor de inercia es (ver
Ecuacién (1.37))

Zj—// r6Z]—m,x] dA— // z2 +y U—mzx]}dA
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En la expresién anterior se tuvo en cuenta que o = m/A = 2m/a?, donde
A es el drea del tridngulo (= a?/2), y que z = 0. Teniendo en cuenta que la

hipotenusa del tridngulo esta dada por la ecuacién y = —x+a, las componentes
del tensor de inercia son:
2m [0 [~rta ma?
ln = *2/ / y dedy = ——,
a* Jo Jo 6
2m [0 [~rta ma?
oo = —2/ / dedy = ——,
a* Jo Jo 6
2
ma
I3 = M+l = =5
2m, [ [—rta maZ
lig = —— rydrdy = ———
12 a2 /0 /o yarey ="
lis = 0,
los =

FEjercicios

1.27 Demostrar que €;1€;x = 6.
1.28 Demostrar que €;x€pjx = 20;p.

1.29 Las componentes del tensor de cuadrupolo eléctrico estan dadas por

Qij = /(3:51-%- — r25ij)p(x1,x2,a:3)d3:r,

donde p es la densidad de carga eléctrica. jEs simétrico este tensor? Calcule
su traza.
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1.10. Derivada total de una funcion

Consideremos un conjunto de variables ¢;(t), i = 1,...,n, que dependen
de la variable independiente t y una funcién F' que depende de éstas variables,
F=F(q,q2,--.,q;t). La derivada total dt estd dada por:

oF dqZ aF

% = Z 90 dt (1.38)

En particular, cuando F sea una funcién que dependa explicitamente de las
variables z, y y z: F' = F(z,y, 2), la derivada total % estard dada por:

dFf _OFdx 0OFdy 0Fdz OF

a T ordt oy Ay dt Yorat ot (1.39)

La expresion anterior se puede escribir como un producto escalar de la siguiente
forma:

dF <aF OF 8F) <dm dy dz> OF = dif OF
a ot dt = ot’

— —_— = _— =, — F— 4+ — 1.4
dt Ox’ Oy’ 0z dt’ dt’ dt v + (1.40)

donde V es un operador diferencial cuya representaciéon en coordenadas car-

tesianas es V = (9/dx,d/dy, d/dz).

En un curso de mecénica clésica se requerird obtener derivadas totales de
: . : dE dL
funciones con respecto al tiempo. Por ejemplo, obtener <7, <7 y dt , donde F,
L y H son la energia total, el lagrangiano y el hamiltoniano, respectivamente.

FEjemplo 1.9 I

Sea E =T +U,donde T = T(%;), U = U(zy;t) y E = E(&;,;), donde
i =1,2,3, son las energias cinética, potencial y total, respectivamente, y t re-
presenta el tiempo. Demostrar que, para un sistema conservativo (ﬁ = —VU),
se tiene que dE/dt = U/ 0Ot.




Capitulo 1: Tépicos matematicos fundamentales

Solucién.

dE
Obtenemos G,

dE dr dU

W T @ A
oU dx; 8U
= F.
+Zaxldt ot
Lo .U
= F-7+VU -7+ —
T
B U
a ot

En el segundo renglén se usé la Ecuacién (1.16) con la notacién ¢ = 7 = ‘f{t

El resultado anterior indica que si la energia potencial U no es una funciéon
explicita del tiempo, entonces, % = 0, indicando que el campo de fuerzas es

conservativo.

Ejemplo 1.10 I

El lagrangiano de un sistema es una funcién (realmente es una funcional)
que depende de las coordenadas generalizadas (¢;) y de las velocidades gene-
ralizadas (¢;), variables que a su vez dependen del tiempo (t): L = L(qg;, G;; ),
j=1,---,3n—m, donde n es el nimero de particulas y m es el nimero de
ligaduras. Hallar %

Solucioén.
Aplicando la Ecuacién (1.38) se obtiene:

Z oL oL
p— + —_—
dt [8% 4+ 0q; 030 ot
. ., oL d oL __ . ..
Ahora, utilizando la expresion 2= — £ 2= — (), conocida como ecuacion de
0q; dt Oq;

Lagrange, se llega a
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S o [ S RN
— |\ dt og; aq; " "ot

Usando la regla para derivar un producto, obtenemos la expresion para (fif

Zdt( 8L> %f (1.41)

En mecénica clésica es frecuente el uso de la funcién energia definida como
h =% qjg—qu — L. Reorganizando la Ecuacién (1.41) se puede obtener la
razon de cambio de h respecto al tiempo:

oL d . OL
i dt(zq]ﬁq'j_L)
J

dh oL
= = 5 (1.42)

Ejemplo 1.11 I

El hamiltoniano de un sistema es una funcién (realmente es una funcional)
que depende de las coordenadas generalizadas (g;), los momentos generaliza-
dos (pj) y el tiempo (t): H = H(qj,pj;t). Hallar ng

Solucién.

+5‘H
ot

dH Z OH +8H
aqjq] 6 p]

J

Ejercicios



Capitulo 1: Tépicos matematicos fundamentales

1.30 El lagrangiano y el hamiltoniano se pueden relacionar mediante una
transformacion de Legendre de la siguiente forma:

H (g, prst Zpqu — L(qr, 4r; t)- (1.43)

(a) Obtener el diferencial del lado derecho de la transformacién de Legen-
dre (Ecuacién (1.43)) y demostrar que

L
=t

. . 0
dH = (Gdpr — Pedar) — 5

k

. oL
asumiendo que pp = 8qk y P = Dar-

(b) Calcular el diferencial del lado izquierdo de la Ecuacién (1.43)
(dH (qx,pr;t)) v comparar los coeficientes de dgi y dpy con los hallados en
(a), para obtener

L_od . 0H
qk Ok Pk e

A estas ecuaciones se les conoce como ecuaciones de Hamilton.

1.31 Considere el hamiltoniano H = H(q;, p;;t). Utilizando las ecuaciones

de Hamilton (ver ejercicio anterior) demostrar que ddt = %—Ig (utilice el resul-

tado del Ejemplo 1.10).

1.32 El vector posicién de la i-ésima particula en funcién de las coorde-

nadas generalizadas ¢;, se escribe como 7; = 7i(q1, g2, ..., qn; t), donde ¢ es el

tiempo. Recordando que v; = ‘Zt , muestre que

or; E)m
] 1.44
=2 g0 (1.44)
A partir de la ecuacién anterior demuestre que
or; O
g _ 9h (1.45)
94 Oq
or;  0v
Tenga en cuenta que — = —.
94— 94
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Ejemplo 1.12 I

Demostrar que la energia cinética se puede escribir como la suma de tres
términos: T = Ty + 11 + T», donde Ty es independiente de las velocidades
generalizadas, T} es lineal en las velocidades generalizadas y T5 es cuadratica en
estas velocidades. Ademds, mostrar que si el sistema es esclerénomo (es decir,
si el tiempo no aparece explicitamente en las ecuaciones de transformacién de
coordenadas), se cumple que

Z qz 8%

Solucién.
Consideremos un sistema conformado por n particulas. Su energia cinética
T estd dada por:

"1
T = Zizimivg,
= anlmﬁ' v;
- 2 (3]
_ il i . 87"1 Z 67’} . 7y
— 5 8q] :
~1 W ar:- 8m. or; or;
T = qwz ikGidr = T0+T1+T2, (1.46)
donde:
"1 or;
= 3 (%)
37“1 87“1
M, = )
25y,
" or;
M, = . 1.47
ik Z aqj ' Par (1.47)



Capitulo 1: Tépicos matematicos fundamentales

Se observa que Ty es independiente de las velocidades generalizadas mien-
tras que 17 y T5 son expresiones lineal y cuadratica en las velocidades gene-
ralizadas, respectivamente.

Si el sistema es esclerdnomo, es decir, si el tiempo no aparece explicita-
mente en las ecuaciones de transformacién, se obtiene 3” = 0. Esto hace que
My =0y My =0, implicando que Ty = 0y T1 = 0. Por lo tanto, en un sistema
escleronomo la energia cinética es una funciéon cuadratica en las velocidades
generalizadas:

T= Z 14 G- (1.48)

La derivada de esta expresion respecto a g es:
=Y Mjig; + Y Mg
8ql ,
J k
multiplicando por ¢; y sumando sobre [ se obtiene:
ZCH =Y Mugig + Y M. (1.49)
4.l Kl

Como k y j son indices mudos, se puede intercambiar a k por j en el segundo
término, obteniéndose que los dos términos son semejantes. Por lo tanto,

T .
Sagre = 23 Mygia = °r. (1.50)
T Od T

Esta expresién es importante ya que muestra que para un sistema esclerénomo
la energia cinética es funcién homogénea de grado 2. Este resultado es un caso
especial del Teorema de Euler para una funcién f(y,...,yr) homogénea de
grado n, el cual se expresa de la siguiente manera

Zyk(%}; =nf. (1.51)
k
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1.11. Actividades complementarias

1. Consultar sobre los siguientes operadores vectoriales: gradiente (ﬁgb), di-
vergencia (V - A), rotacional (V x A) y laplaciano (V - V¢ = V2¢), donde
¢ es una funcion escalar y A es una funcién vectorial.

2. Con el objetivo de reforzar los temas de producto escalar, producto vectorial
y tensores se recomienda estudiar el articulo:

« Heras JA. Decomposition of a symmetric second-order tensor. Eur J
Phys. 2018; 39.

En este trabajo se descompone un tensor simétrico de segundo orden a
partir del producto escalar y vectorial entre un vector y el tensor simétrico.
Se presentan ejemplos aplicados al tensor de esfuerzo de Maxwell y a los
tensores de inercia de una esfera sélida y de un cubo.

3. Con el proposito de reforzar el tema de matrices complejas y transforma-
ciones de similaridad unitarias, se sugiere estudiar el articulo:

« Haber HE. A tale of three diagonalizations, Int. Int Jour Mod Phys A.
2021; 36.

Este trabajo es una nota pedagbgica en la cual se discuten tres procedi-
mientos para diagonalizar una matriz compleja 2 x 2 lo mas general posible.
Los tres formalismos utilizados podrian ser de gran utilidad al trabajar con
estas matrices.

4. Consultar sobre los grupos de Lie SU(N) y SO(N) y el homomorfismo
entre los grupos SU(2) y SO(3).

Los elementos de un grupo de Lie se pueden representar de la forma e
donde o, son los pardmetros continuos del grupo y A, son los generadores
del grupo (son matrices).

—iQnAn
k)

Los grupos de Lie SU(N) estédn conformados por matrices unitarias n X n
con determinante +1.
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Los grupos de Lie SO(N) son conjuntos de matrices ortogonales n x n con
determinante +1.

Sobre el grupo SU(2). Sea @ una matriz del grupo SU(2). En general, Q

tiene la forma:
_ [« B
o= (77)

En principio la matriz @ tiene ocho parametros. Sin embargo, al imponer
la condicién QQT = I se obtiene: f = —v* y § = o*. Es decir, quedan solo
cuatro pardmetros y la matriz Q se puede escribir de la siguiente manera:

a f
Q_(—ﬁ* a*)'

Si ademas se impone la condicion Det Q = 1, se tienen solo tres pardmetros
independientes (coincide con el nimero exigido para especificar la orienta-
cién de un cuerpo rigido).

Sobre el grupo SO(3). Estd conformado por las matrices ortogonales 3 x 3

con determinante +1. Son las matrices que hacen las rotaciones en un
espacio de tres dimensiones.






Capitulo

Elementos
de la mecanica newtoniana

Uno de los aspectos distintivos de la fisica es la estructura matemaética que
utiliza para establecer sus leyes. Qué tanto se conoce acerca de algo en fisica,
usualmente se relaciona con lo bien que se pueda medir y/o expresar numérica-
mente. Cuando las ideas de la fisica se formulan en términos matematicos son
concretas; esto es lo que permite que cualquiera pueda comprobar o refutar
sus predicciones.

La mecénica es la rama de la fisica que estudia el movimiento de los cuer-
pos materiales. A pesar de los grandes progresos que tuvo la fisica en Grecia en
los siglos IIT y IV A.C., el verdadero desarrollo de la mecénica (y de la fisica)
se inicia a partir de las formulaciones de Kepler (1571 - 1630), Galileo (1564
- 1642) y Newton(1643 - 1727) en el siglo XVII. Histéricamente, la mecéanica
fue la primera teoria en ser descrita en forma matematica.

La mecéanica se puede subdividir en dos ramas, la cinemética, que estudia y
describe las trayectorias de los cuerpos durante su movimiento, y la dindmica,
que determina cudles son las trayectorias o movimientos posibles a partir de
las fuerzas que actian sobre los cuerpos.

X X XX
X X XX
X X XX
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2.1. Cinematica de una particula

La cinemaética es el estudio y la descripcién matematica de las trayecto-
rias de movimiento de los objetos materiales, sin hacer alusion a las causas
de dicho movimiento. Por facilidad, supondremos que el lector tiene una idea
basica de los conceptos de longitud y tiempo. Empezaremos con la descripcion
del movimiento de una particula (o masa puntual), definiendo esta dltima co-
mo un objeto cuyo tamafio y estructura interna son despreciables en relacion
con el contexto del problema a estudiar. Por ejemplo, un objeto del tamano
de un balén de futbol que cae bajo la atraccién gravitacional de la tierra, o
la tierra misma orbitando alrededor del sol, podrian considerarse en muchos
casos como particulas.

Para establecer la ubicacion de una particula se requiere especificar la po-
sicion de un punto en el espacio, con respecto a un sistema de referencia.
Esto se logra, por ejemplo, en un espacio tridimensional, definiendo una tri-
pleta ordenada (z,y, z) con respecto a un sistema de coordenadas cartesiano
X — Y — Z. Definimos el vector posicidn (F) como el vector que parte del
origen de coordenadas X —Y — Z y llega al punto (z,y, z) donde se encuentra
la particula.

7= zi+ yj + zk. (2.1)

Es claro que si definimos un nuevo sistema de coordenadas X’ — Y’ — Z/,
cuyo origen no coincida con el del sistema inicial, el vector posicién 7, referido
a este nuevo sistema, no serd igual a 7.

Ahora, cuando la particula se desplace desde un punto inicial especificado
por el vector 7y (en el tiempo #g), hasta un punto final especificado por el
vector 7 (en el tiempo tf), podemos definir el vector desplazamiento (AfF), en
el intervalo de tiempo tf — tg, como el vector que parte desde el punto inicial
y llega al punto final de la trayectoria (ver Figura 2.1):

AF = 7 — 7. (2.2)

El simbolo = en la ecuacién anterior denota una definicién. La magnitud
del vector desplazamiento es independiente del sistema de coordenadas elegi-
do. Sin embargo, este vector no necesariamente contiene informacién precisa
acerca de la distancia recorrida por la particula, ni de la direcciéon del movi-
miento.
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b
>

Figura 2.1: Vector desplazamiento.

Actividad. Mencione un ejemplo que corrobore esta ultima afirmacién.

Definamos ahora el vector velocidad promedio como el desplazamiento so-
bre el intervalo de tiempo:

-7y AT

==
tr—ty At

(2.3)

Si se requiere informacién acerca de la velocidad en un punto, es necesario
considerar el limite cuando el intervalo de tiempo At tienda a cero en la

Ecuacién (2.3),
im ar_dr (2.4)

VT ADoAr T dt

1
A
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La Ecuacién (2.4) define la velocidad instantdnea (en adelante simple-
mente velocidad) de la particula en la posicién 7. Si se conoce la velocidad
como funcién del tiempo, esta ecuacion puede ser reescrita en forma integral
para encontrar la posicién en cualquier instante:

T te
M:}—B:/ﬁﬁ (2.5)
to

De forma andloga, definimos la aceleracién promedio como el cambio de
velocidad sobre el intervalo de tiempo:

- AT
a=—, 2.6
a= (2.6)
v la aceleracion instantdinea,
AT dY
ad= lim — = —. 2.7
=A@ 27

Si se conoce la aceleracién como funcién del tiempo, la Ecuacién (2.7)
puede ser reescrita en forma integral, para hallar la velocidad en cualquier
instante de tiempo,

17f te
/‘wza—%: adt. (2.8)
170 to

Si se conocen las funciones ¥(t) y/o d@(t), las Relaciones (2.5) y (2.8)
permiten obtener la descripciéon completa de la posiciéon de la particula como
funcién del tiempo, es decir, permiten encontrar la funcién que describe la
trayectoria de la particula, 7(t), siempre y cuando se conozcan las condiciones
iniciales (posicién y velocidad en ¢ = 0).

Aunque iniciamos la descripcién del movimiento tomando como referencia
un sistema de coordenadas cartesianas, es importante anotar que, dependien-
do de la geometria del problema, el uso de algin otro sistema de coordenadas
puede ser mas adecuado para especificar la posicién de una particula. Por
ejemplo, para una particula que se mueva sobre la superficie de una esfera,
un sistema de coordenadas curvo facilitaria la descripcién de la trayectoria.

El uso de otros sistemas de coordenadas como esféricas, cilindricas o polares,
entre otras, requiere transformaciones apropiadas para los vectores posicién,

velocidad y aceleracion.
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Ejercictos

2.1 Encontrar la funcién 7(¢), para el caso en que la aceleracién de la
particula sea @ = —gj, con g constante.

2.2 Con ayuda de las relaciones definidas en esta seccién, demostrar que

0

2 _ 2 &
vffv0:2/ a-dr.
T

2.3 Encontrar la funcién 7(t), para el caso en que la aceleracién de la
particula sea @ = —kv?i, con k una constante positiva.

2.4 Convertir los puntos (1,3,7) y (0,5,-2) de coordenadas cartesianas a
cilindricas.

2.5 Transformar el vector

o NUEY G VW

VZ+ P2+ PP+ 2

a coordenadas esféricas.

2.2. Dinamica de una particula

La fisica es una ciencia natural basada en hechos experimentales. Cual-
quier concepto en fisica que apunte a explicar un fenémeno natural, debe ser
contrastado y correlacionado con un importante y minucioso niimero de datos
experimentales. Si con esos conceptos se logra interpretar adecuadamente los
entre otras, requiere transformaciones apropiadas para los vectores posicion,
velocidad y aceleracion.
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La experiencia cotidiana nos indica que el movimiento de los objetos ma-
croscopicos estd generalmente asociado a las interacciones (fuerzas) gravita-
cionales o electromagnéticas con otros objetos. El objeto fundamental de la
dindmica es, conocidas todas las fuerzas que actian sobre un cuerpo, deter-
minar las posibles trayectorias de movimiento.

Isaac Newton fue el primero en formular un conjunto completo de leyes
fisicas para describir la dindmica de una particula. Iniciaremos el estudio de la
dindmica con las leyes de Newton. Esté fuera del alcance de este texto realizar
una discusién en detalle de las implicaciones filoséficas de cada una de estas
leyes. En lugar de ello, las enunciaremos en un lenguaje moderno y de manera
que nos permita avanzar de forma agil en la descripcién de la mecénica.

2.2.1. Leyes de Newton

Definamos la cantidad de movimiento lineal (0 momentum) de una particu-
la como:

P = md, (2.9)
donde m es la masa de la particula. En términos de la cantidad de movimiento
lineal, podemos enunciar las leyes de Newton de la siguiente forma:

I. Existe un conjunto de sistemas de referencia, denominados inerciales,
respecto a los cuales una particula, sobre la cual la fuerza neta sea nula,
conservara constante su cantidad de movimiento lineal.

II. Cuando sobre una particula actien fuerzas, la razén de cambio en el
tiempo de la cantidad de movimiento lineal de la particula sera igual a
la fuerza neta (total):

- dp d
F, = — = —(mv).
neta = Gy = (M)
III. Para un sistema de n particulas aisladas, es decir, en ausencia de fuerzas
externas, la cantidad de movimiento lineal total del sistema, definida
como P =pi +p3+ ...+ p,, permanecerd constante en el tiempo:

—

P= n+ps+ ...+ p, = cte.
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Un sistema de referencia (o marco de referencia) se entiende como un con-
junto de convenciones utilizadas para medir las variables fisicas de un sistema
(posicién, velocidad, aceleracién, etc.). Si definimos una particula libre como
aquella sobre la cual la fuerza neta es cero, la primera ley se podria reescribir
como: respecto a un sistema de referencia inercial, la cantidad de movimiento
lineal de una particula libre permanecerd constante en el tiempo.

La primera ley afirma la existencia de los sistemas de referencia inerciales
sin aclarar detalles de como encontrarlos. Es decir, se delega en el experimento
la tarea de definir los sistemas respecto a los cuales es correcta esa ley.

Al igual que la longitud y el tiempo, la masa es ahora un concepto acepta-
blemente entendido, por lo que la segunda ley introduce una definiciéon opera-
cional de la fuerza: las fuerzas producen cambios en la cantidad de movimiento
lineal de una particula. Para los sistemas fisicos mas generales, la segunda ley
de Newton se expresa como:

. di d 7
Fooa = 22 = 5 4 &, (2.10)

Si la masa no varia con el tiempo,

—
—

v o
Freta = ma = md. (2.11)

Consideremos ahora un sistema constituido por dos particulas; la cantidad
de movimiento lineal de este sistema serd P = p1 + p3. Si este es un sistema
aislado, es decir, un sistema en el cual no actian fuerzas externas sobre las
particulas, de la definicion establecida en la tercera ley se tiene que

aP _dgi _ dis

n o d o 0. (2.12)
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Figura 2.2: Diagrama esquemadtico de la ley de accién y reaccién en sus
formas débil (a) y fuerte (b).

En este caso, la tnica fuerza que actuaria sobre la particula «uno» seria debida

a la particula «dos», ﬁlg. Con esta notacion, la Ecuacién (2.12) quedarfa:

dpi - _dpa
dt dt
P = —Fy (2.13)

La tercera ley de Newton descrita en (2.13) se conoce como ley de accidon
y reaccion y establece que en un sistema de dos particulas aisladas, la fuerza
que stente la particula «uno» es igual en magnitud y contraria en direccion a
la que siente la particula «dos».

En la Figura 2.2 se esquematizan dos posibilidades para la ley de accion
y reaccién: si las fuerzas entre las dos particulas son iguales y contrarias, pero
no estén sobre la linea que une las dos particulas, la Relacién (2.13) se de-
nomina forma débil de la ley de accidn y reaccion (ver Figura 2.2a). De otro
lado, si las fuerzas entre las dos particulas, ademas de ser iguales y contrarias,
estan sobre la linea que une las dos particulas, se habla de la forma fuerte de
la ley de accion y reaccion (ver Figura 2.2b). Cuando la fuerza estd dirigida
a lo largo de la linea que une los dos cuerpos y depende solo de la separacién
entre ellos, se le denomina fuerza central.
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La tercera ley de Newton no es una ley general de la naturaleza, ya que no
aplica para todas las fuerzas. Por ejemplo, las fuerzas entre particulas cargadas
en movimiento, las cuales dependen de la velocidad, no obedecen la tercera
ley de Newton.

En casos extremos en los que se alcanzan velocidades muy altas o se invo-
lucran magnitudes espaciales muy pequenas, las leyes de Newton pierden su
validez. En estos casos no solo las leyes, sino los conceptos fundamentales de la
teoria deben ser modificados para dar paso a nuevas teorfas. Sin embargo, en
una amplia gama de fenémenos naturales la mecdnica newtoniana es correcta
con un alto grado de precision. Asi mismo, sirve de punto de partida para la
formulacién de nuevas teorias como la relatividad y la mecanica cuantica.

Con las restricciones sefialadas, las leyes de Newton ofrecen una completa
descripcién de la evolucion de los sistemas mecédnicos. Si se conoce la fuerza
neta (en adelante solo fuerza) como funcién del tiempo (F = F(¢)), o de
la velocidad (F = F(v)), o de la posicién (F = F(z)), se puede encontrar
la funcién que describe la trayectoria de la particula a través del siguiente
procedimiento:

» Cuando F' = F(t): m% = F(t) — mdv = F(t)dt, expresién que al ser
integrada permite obtener la velocidad en funcién del tiempo, v = v(t).
La posicion se obtiene integrando a esta ultima expresion respecto al

tiempo.

» Cuando F' = F(v): m% = F(v) — Fd(Z) = Ldt. Al integrar se obtiene a

v = v(t). También se puede obtener la posicién en funcién de la velocidad
de la siguiente forma: m% = F(v) » m%@dy = F(v)dx — mvdv =

F(v)dx — ;‘(i;’) = Ldz.

s Cuando F = F(x): m(fl%” =F(z) — Cfi% - %F(:E) = 0. La solucién de
esta ecuacion diferencial de segundo orden permite obtener la posicién

en funcién del tiempo, = = z(t).

Es importante mencionar que en algunas situaciones fisicas puede ser com-
plejo obtener una funcién analitica que describa la fuerza neta que actia sobre
la particula.
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Ejemplo 2.1 I

Dos masas atadas por una cuerda sobre dos planos inclinados.

92 91

Figura 2.3: Diagrama esquematico del Ejemplo 2.1.

Consideremos dos bloques de masas mi y me atados por una cuerda, des-
lizandose como se muestra en la Figura 2.3. Suponiendo que no existe friccién
con las superficies y que la cuerda es inextensible y de masa despreciable, en-
contremos la aceleracion de cada bloque.

Solucién. .

Denotemos como Fg la fuerza gravitacional; como N la fuerza de contacto
entre el bloque y la superficie y como T 1a tension en la cuerda. Para el bloque
my la fuerza neta sera:

Fy=F + N +T.

Las magnitudes de la tension y la aceleracion seran las mismas para los dos
bloques, ya que consideramos la cuerda inextensible. Aplicando la segunda ley
de Newton:

Y
Fg +N1 +T:m1W
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Supongamos que el sistema se mueve en la direccién de las agujas del
reloj. La anterior ecuacién vectorial se puede escribir como dos ecuaciones
algebraicas, una en la coordenada x y la otra en y (ver Figura 2.4). Tomando

—

F = m1g se tiene para la masa m; en la coordenada y,
g

N1 —m1gC0891 =0 (2.14)
X Y
T N
Y
\Q \T\
ma DZQQCOS
- %
0
2y 0y
/ Y X
/ S
iy
mag
29 / (SW

~

19
67&111[9“
7

Figura 2.4: Diagrama de fuerzas para los bloques my y mo.

La ultima ecuacion es igual a cero, ya que en este caso el movimiento estd

. . . .7 2 2 A A
restringido a la direccién z, por lo que, % = ddtxgl 7 = at. Para la coordenada

x se tiene:

migsenf, — T = mya (2.15)

Anélogamente se obtienen dos ecuaciones para la masa ms:

Ny —magcosfy = 0 (2.16)
—mgagsenfo +T = maa (2.17)

Despejando la tensién de (2.15) y reemplazando en (2.17), se obtiene el
valor de la aceleraciéon del sistema:
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. (m1 sen 1 — mo sen 92) g (2.18)

mi + mo
Observe que si migsinf; — mogsinfy < 0, el valor de la aceleracion serd
negativo. En este caso, la magnitud de la aceleracién seguira siendo valida,
pero el signo menos indicard que el sistema se mueve en el sentido contrario
al que se supuso inicialmente.

FEjercicios

2.6 Utilizando el valor de la aceleracién dado en (2.18), encontrar la ve-
locidad de las masas como funcién de la posicién.

2.7 Encontrar el valor de la aceleracién en el sistema considerando que
exista friccion entre los bloques y la superficie, caracterizada por los coeficien-
tes de friccién py v po (Nota: considere que la magnitud de la fuerza de friccién
sobre cada bloque se puede escribir como Fy = ulN).

Ejemplo 2.2 I

Masa atada a un resorte.

X

L, >
{(COL0RRI)— e

) > X
0

Figura 2.5: Masa atada a un resorte.
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Considere un bloque de masa m sujeta a un resorte de constante eldstica
k, como se muestra en la Figura 2.5. Obtener la ecuacion de movimiento
suponiendo que la fuerza que ejerce el resorte sobre la masa es proporcional a
su deformacién.

Solucion.

La fuerza del resorte sobre la masa m es proporcional y opuesta a la de-
formacion del resorte (z): F' = —kzi. A partir de la segunda ley de Newton se
obtiene:

mi = —kx — &+ (k/m)x=0.

La solucién a esta ecuaciéon diferencial se encuentra desarrollada en el Capitu-
lo 3.

Ejemplo 2.3 I

Sistema de masa variable.

Analicemos ahora el movimiento de un cohete, como un caso particular de
un sistema de masa variable. Encontraremos la velocidad del cohete en funcién
del tiempo.

Solucioén.

En la Figura 2.6 se esquematiza el problema en un instante de tiempo ¢
y en un instante posterior t 4 dt; ¥ representa la velocidad del cohete respecto
a la tierra y 4 la velocidad relativa de los gases respecto al cohete. Debido
a que el cohete pierde masa con el tiempo, la variaciéon de la masa debe ser
negativa, es decir, dm < 0. A partir de la segunda ley de Newton, la ecuacién
de movimiento del sistema se escribe como:

L dp_ plt+dt) —p(t)
mg= - = o . (2.19)

Los momentos lineales, calculados con respecto a la tierra, para los dos ins-

tantes de tiempo de la Figura 2.6 seran:

P(t) = mv

X X XX
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U+a’[ m—dm

Figura 2.6: Diagrama esquematico de un sistema de masa variable en dos
instantes de tiempo: t y t + dt.

Pt + dt) = (m + dm)(¥ + dv) + (T + @) (—dm),

donde ¥ + @ es la velocidad de los gases respecto a la tierra. Entonces,

p(t+dt) —p(t) = mv+ mdv+ vdm + dmdv — vdm — udm — mv
= mdv — udm, (2.20)

donde hemos despreciado el término dmdv. Reemplazando (2.20) en la Re-
lacién (2.19) y dividiendo a ambos lados de la ecuacién por la masa m
obtenemos:

d
gdt = di — i—. (2.21)
m

Si establecemos como condiciones iniciales que en el tiempo ¢t =0, m = mg y
U = 1y, podemos reescribir (2.21) en forma integral:

t T m dm
g/ dt:/ di—a [
0 170 mo m

de donde, resolviendo la integral y reorganizando los términos se obtiene la
velocidad del cohete como funcién del tiempo:
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. N m -
U= o—l—uln(—) + gt.
mo
Finalmente, si tomamos como sistema de referencia el plano cartesiano
mostrado en la Figura 2.6, tenemos que § = —¢gj, ¥ = vj y 4 = —uj, por lo
que la magnitud de la velocidad (la rapidez) del cohete en el tiempo estard
dada por

v=1p+uln (@> —gt. (2.22)
m

Ejemplo 2.4 I

Movimiento parabdlico considerando friccién.

Consideremos el movimiento de un proyectil en el aire teniendo en cuenta
el efecto retardante de una fuerza proporcional a la velocidad, F. = kmtv =
km(zi+19j), donde & = dx/dt, y = dy/dt, m es la masa del proyectil y k es una
constante positiva que modula la fuerza de resistencia del aire. Sus unidades

son s~

Solucién.

Supongamos las siguientes condiciones iniciales: #(¢ = 0) = (0,0) y veloci-
dad inicial #(t = 0) = Vy = (Vy cos b, Vosen ) = (U, V), donde 6 es el ngulo
de elevacion con respecto a la horizontal. Las ecuaciones de movimiento para
los ejes de coordenadas horizontales y verticales son:

mi = —kmi

miy = —kmy—mg, (2.23)

donde g es la magnitud de la aceleracién de la gravedad. La solucion de estas
ecuaciones es:

x(t) = % (1 - e_kt)
y(t) = —% + ij I (1-e). (2.24)
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0.0F 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
t(s) t(s)

Figura 2.7: Evolucién de la posicién horizontal = (izquierda) y vertical y
(derecha) en funcién del tiempo con k =2 s~ ! y § = 30°.

Las componentes horizontal y vertical de la velocidad son

i = Ue™
kV
PR A L E] (2.25)
y las componentes de la aceleracion estdn dadas por
i = —kUe ™
j = —(kV +g)e k. (2.26)

La Figura 2.7 muestra la evolucién temporal de la posiciéon horizon-
tal, z(t), y de la posicién vertical, y(t), segiin las Ecuaciones (2.24), para
k=2s"10=30° g=10m/s* y Vo = 10 m/s.

El tiempo para alcanzar la maxima altura, o tiempo de subida, se obtiene

haciendo y = 0:
1 kV+g>
tsubida = 7L . 2.27
bida = 7 n( P (2.27)

Sean (X (Ymax), Ymax) las coordenadas del punto de altura méxima alcan-
zada por el proyectil. Estas se obtienen al sustituir el tiempo de subida en las
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expresiones para x(t) y y(t):

-1
X (Vo) = (1+ @) (2.28)
g g
g KV 1%
Ymax = —ﬁLn <1 + g) + E (229)

A continuacién se obtendré la trayectoria del proyectil despejando el tiem-
po t de la ecuacién xz = z(t):

1 ko1
=—-In(l-—
t 2 n( Ux> ,

y sustituyendo este tiempo en la expresion y = y(t):

y=2In (1 - 595) LA (2.30)

k2 U kU

La ecuacién anterior da la trayectoria y = y(z) del proyectil. En la Figura
2.8 se muestra esta trayectoria para k = 2 s7!, § = 30°, Vo = 10 m/s y
g =10 m/s.

05F

0.0

L L L L L
0.0 05 1.0 15 20

x(m)

Figura 2.8: Trayectoria del proyectil con k =2 s~ ! y § = 30°.

Usando la serie (1 +2)"! =1 — 2+ 22 — ... en la expresion para X (Yinax)
3 — 22 23 3 —
y la serie Ln(1+2) = z — % + % — ... en las ecuaciones para Yiax y y = y(z)
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se obtiene:
Visin20 KV (EV\?
X(Ymax) - 0 — 1*7+<7) — o,

29 9 g

VZsin?0 2kV

Vi = Josm? [1—77+...},
29 39
k
y = (tanf)z J 2 J 54, (231

a 2%260829$ a 31/03003393:

donde se ha asumido que el pardametro perturbativo adimensional %/ es pe-
quenio. Al hacer k = 0 en la ecuaciones anteriores, se obtienen las expresiones
—ampliamente conocidas— para el movimiento del proyectil en ausencia de la
resistencia del aire.

La distancia radial (r) desde el origen hasta el proyectil se puede expresar
como una funcién del tiempo (r = \/z(t)? + y(t)?) o de la distancia horizontal
(r = v2? + y(z)?). En la Figura 2.9 se muestra a 7(t) y a r(z), respectiva-
mente, con k =2 s71 0 =30°, Vo =10 m/s y g = 10 m/sQ. Se observa que
la distancia radial presenta un comportamiento especial: crece, luego decrece
y vuelve a crecer nuevamente, es decir, hay una oscilaciéon radial. El angulo
critico a partir del cual se da este comportamiento depende del producto de
la velocidad inicial y el parametro k.

t(s) x(m)

Figura 2.9: Distancia radial desde el origen hasta el proyectil (r) como
funcién del tiempo (izquierda) y de la posicién horizontal (derecha), para
k=2s"1y60=30°.
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A continuacién se presenta el codigo utilizado para obtener las gréificas del Ejemplo
2.4.

en Mathematica para el Ejemplo 2.4

Definiciones:
n[1]:= g = 10;
(2= VO = 10;
3= 0 = /6;
4= V = VO Cos[6];
nel:= k = 2;

U
= x= — (1 - e*%);
In[7]:= X ( e™ ")

kV +
Infgl= y= - %t + Tg 1 - e*%;

Codigo Figura 2.7 izquierda:

= Plot[x, {t, 0, 1.25}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"t(s)", "x(m)"}]

Cédigo Figura 2.7 derecha:

o= Plot[y, {t, 0, 1.25}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"t(s)", "y(m)"}]

Cédigo Figura 2.8:

U kV +
In[11]:= Para.metricPlot[{E 1 -e*Y, - %t + Tg 1 - e™},

{t, 0, 1.25}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"x(m)", "y(m)"}]

Definiciones:
= r =/ x2 + y%;
Codigo Figura 2.9 izquierda:

3= Plot[r, {t, 0, 1.5}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"t(s)", "r(m)"}]

Definiciones:
_ 8 k kV+g
In[14]:= Yx = ?Log[i "= x1] + = x1;
mnpsi= rx = 4/ (x1)? + ¥x*

Cédigo Figura 2.9 derecha:

inf16l:= Plot[rx, {x1, 0, 2.5}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"x(m)", "r(m)"}]
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Ejemplo 2.5 I

Particula deslizindose sobre un cascarén esférico.

En la parte més alta de medio cascarén esférico (de radio R) se encuentra
una particula de masa m. Si la particula desciende, encuentre el angulo o la
altura en la cual se desprenderd de la superficie.

Solucién.

El movimiento se encuentra restringido a un plano, por lo que podemos
plantear las ecuaciones de movimiento en coordenadas cilindricas (ver Figura
2.10 y Ecuaciones (1.28)):

> F, = mgsing = m(pp + 2p¢), (2.32)
Y p
A
N
\
v @
R
mg
4
> X

Figura 2.10: Diagrama de fuerzas para el Ejemplo 2.5.
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ZFP = N —mgcosp =m(p — pp?). (2.33)

Ya que el movimiento se realiza sobre la superficie del cascarén, p = Ry
entonces p = p = 0. Asi, las ecuaciones de movimiento se reducen a

mgsin p = mRQ, (2.34)
N —mgcosp = —mRp2. (2.35)

Ahora, si multiplicamos la Ecuacién (2.34) por ¢, tenemos:

op = Losing,
© 2
d (¢ g
— | =+= =0. 2.36
7 < 5 + T Co8 <p) (2.36)
De otro lado, de la Ecuacién (2.35) podemos despejar (?:
N
o = %Coscp - (2.37)
Reemplazando (2.37) en (2.36), tenemos
d (3g N
~ (22 — )= 2.
dt (2 R"¥ 2mR> 0 (2:38)
? d
%(N —3mgcosg) =0, (2.39)
de manera que
N —3mgcosp = K. (2.40)
Para hallar el valor de la constante K, se tiene en cuenta que para ¢ = 0,
2
se cumple que N —mg = —m%o. Asi,
02
K = —-2mg — mig, (2.41)
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por lo que la Ecuacién (2.40) se reescribe como

2
v
N —3mgcosp = —2mg — mES. (2.42)
Finalmente, en el instante en que la particula se desprenda de la superficie
la fuerza normal se hard cero. Utilizando esta condicién en la Ecuacién (2.42)

encontramos el angulo buscado,

2 v3
@ = arccos 3 + 73gR . (2.43)

Como un caso particular, si la particula parte del reposo se obtiene

2
(p = arccos (§> — © ~ 48,19°. (2.44)

Ejemplo 2.6 I

Particula en el interior de un paraboloide de revolucién.

=

mg

X Y

Figura 2.11: Particula en el interior de un paraboloide de revolucion.
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Una particula de masa m se mueve en el interior de un paraboloide de
revolucion, cuya ecuacién es z = a(z? +y?), bajo la accién del campo gravita-
cional § = —¢g2 (ver Figura 2.11). Suponga que la particula esta inicialmente
a una altura h y que se le imprime una velocidad inicial vg en la direccién ho-
rizontal y tangente a la superficie de revolucion. Encuentre las alturas maxima
y minima que alcanzaria la particula en su movimiento sobre el paraboloide.

Solucién.

El sistema de coordenadas adecuado para resolver este problema es el
cilindrico polar por la simetria que exhibe el problema. Las fuerzas que actiian
sobre la particula se muestran en la Figura 2.11.

Si asumimos que no hay friccién entre la superficie del paraboloide y la
particula tendremos que, tanto la fuerza normal como el peso, se encontraran
contenidas en el plano p—z, ver Figura 2.12.

A

7 N

Figura 2.12: Fuerzas en el plano P — 2.
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Por otro lado, las expresiones para los vectores posicion, velocidad y ace-
leracién en coordenadas cilindricas polares estdn dadas por:

v pp + 22,
Fo= pp+pod+ 22, (2.45)
Po= (= pd*) b+ (pb+200) b+ 22

Escribiendo la ecuacién del paraboloide en coordenadas cilindricas tene-
mos: z = ap?, por lo que 2 = 2app y % = 2a(p? + pp).

Notemos también que la fuerza normal es perpendicular a la velocidad en
todo momento, por lo que N -7 =0y N = — P+ N.Z. Asi, N, = 2apN..
Haciendo uso de estos resultados podemos ahora escribir las ecuaciones de

movimiento para la particula:

NF, =0=m(pd+259), (2.47)
SF, = —mg+ N. = 2ma (5 + pp) . (2.48)

Estas tltimas forman un conjunto de tres ecuaciones con incognitas p, ¢ y IN,.
Eliminando N, de las Ecuaciones (2.46) y (2.48), tenemos

—2apg = jj — pd” + 4a’p (/P + pﬁ) : (2.49)

Multiplicando la Ecuacién (2.47) por p tenemos < 26 + 2pp¢> 5 (mp ¢) =
0, por lo que mp2¢3 = [, con [ constante. Despejando ¢ obtenemos

. l
=—. 2.50
b= (2:50)
Sustituyendo en la Ecuacién (2.49) obtenemos una ecuacién diferencial
para p,

12 . )
oy 1a? (p? + p*p) + 2agp = 0; (2.51)
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multiplicando por p tenemos % (% + sz >+ 2a2p%p% + 2agp2) = 0, por lo

que el término al interior del paréntesis es constante:

22 2
2+

5t 59 +2a%p?p? + 2agp® = cte. (2.52)

Esta constante puede ser calculada con las condiciones iniciales del problema

2(0) = h = p(0)2 = h/ay p(0) = 0 ; p(0)$(0) = vo = 12 = hm2vy?/a, con lo
que cte = %vg + gh. Asi,
12

1
+ S22 +2a2p?p? + 2ag9p® = ~vo? + gh. (2.53)

-2
P
2 2

Cuando la particula se encuentra en su altura méxima (o minima) Z = 0,

lo que equivale a p = 0. Al reemplazar esto en la expresién anterior obtenemos
la siguiente ecuacién cuadratica en p,

2a2gp* — (2agh + av02) 0%+ hwe? = 0. (2.54)

Las soluciones a esta tiltima ecuacién son p;2 = 2 y pa?
de z, se escriben como:

2ag que, en términos

U02

z1="h y Z2 = 29 (2.55)

Se puede ver que si vg < y/2gh la particula desciende, por lo que h serd la
altura méxima; por otra parte, si vy > /2¢gh, la particula ascenderd y h serd
la altura minima.

X X XX
X X XX
X X XX



X X XX
X X XX
X X XX

Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

FEjemplo 2.7 I

Bloque deslizando sobre un plano inclinado con movimiento ho-
rizontal.

Un bloque de masa mo se desplaza sobre un plano inclinado de masa m;
que se mueve sobre una superficie horizontal, tirado por una fuerza externa F
(ver Figura 2.13). Asumiendo que hay fuerzas de friccién entre el bloque y
el plano inclinado y entre la superficie horizontal y el plano inclinado, obtener
las aceleraciones de los dos cuerpos.

Solucién.
A partir de la Figura 2.13 se observa que las variables x1, 2 y y2 estan
relacionadas entre si mediante la siguiente expresion:

tanf = — 22
T2 — 1
Derivando esta expresién dos veces con respecto al tiempo se tiene:

Yo = (23 — 27) tan . (2.56)

En la Figura 2.14 se muestran los diagramas de cuerpo libre correspon-
dientes a las masas mj y meo. Descomponiendo las fuerzas mostradas en los
diagramas de cuerpo libre, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

Y
A

X

I x1 |
I T2 |

Figura 2.13: Bloque deslizando sobre plano inclinado con movimiento ho-
rizontal.
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Para mq:

ZFX = —ug1 N1 + No (sen 0 — pyo cos ) + F = mq a7,

> Fy = N1 — Ny (cosf + ppz senf) — myg = 0.

Para mao:
ZFX = Ny (—senf + pyo cos ) = mods,

ZFY = Ny (cos 8 + pga sen ) — mag = mayo.

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

Las cinco Ecuaciones (2.56) a (2.60) forman un sistema de solucién
Unica en las variables a7 , @, 92, N1 ¥ No que puede ser escrito en forma

matricial asi:

N9
Ny &
X v

mag

1 Ny l
mi1g

Figura 2.14: Diagramas de cuerpo libre para las masas m; y ms.
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tanf —tanf 1 0 0 0
my 0 0 pp1 —sin® 4+ pgocosd F
0 0 0 -1 cosO+ upsing | —mqig |. (2.61)
0 meo 0 0 sin 6 — pg cos 6 0
0 0 mo 0  —cosf — ppasind | —mag

Solucionando este sistema por el método de Gauss-Jordan tenemos:

(=1 a2 €Ot O+cOt O4puper + o) mag+(—F+pugs (m1+m2)g+pramag) csc? 0

1= m1+ma—pg1 pkem2—(Lr1+pk2)m2 cot +mg cot? 0 ’
(2.62)
. (g2 cos @ —sinf)(mlg + (—F + primlg) tand) (2.63)
T = , )
2 mq sectd —masinb (g1 + pre + (pr1ke — 1) tan @)
_ _ 2sin0(sin O(upa F'— (g1 pe2—1) (ma+ma)g)+cos O(F —g(pe1 +pk2) (Mm1+mse)))
Y2 2m1—mag sin 20 (pg1 +pr2) +me2 (Lr1 pre2 —1) €os 20— g prama+ma ’
(2.64)
N Fugoms cos 20 — Fmagsin 20 — Fugems + 2mig(mi + ma)
1

©2my — masin 20(ppy + pre) + ma cos 20 (1 e — 1) — pr1pirame —i(—mg’)
2.65

B ma(tan O(pupimig — F) +mag)
Ny = : . (2.66)
my sec § — mo sin O (tan O (upipre — 1) + g1 + fr2)
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En el caso especial en que no se tenga la fuerza aplicada F' y que las
superficies sean totalmente lisas, es decir, pug1 = pre = 0, se obtienen las
siguientes expresiones:

= (i) 27
o= - (e 2)
Ny = <%> 7, (2.70)

mime cos 6
No=—"—"—g. 2.71
2 <m1 +m2sen29>g ( )

A continuacién se presenta el cédigo en Mathematica utilizado para resolver
el sistema de Ecuaciones (2.56) a (2.60) y la aproximacién cuando no se
considere la fuerza aplicada ni friccién entre las superficies.

Cédigo en Mathematica para el Ejemplo 2.7

Solucién al sistema de Ecuaciones (2.61):

in[1]:= A=RowReduce [{{Tan[f],-Tan[6],1,0,0,0},{m1,0,0,ukl,
-8in [0]+pk2*Cos [0] ,F}, {0,0,0,1,Cos[0]+uk2+Sin[0],-mixg},
{0,m2,0,0,-pk2%Cos [A1+Sin[#1,0}, {0,0,m2,0,-puk2*Sin[6]
-Cos[0]1,-m2xg}}1//FullSimplify

Aproximacién (F =0,y = pg = 0)

inpl:= A /.{F—0,uk1—0,uk2—0}//FullSimplify
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FEjercicios

2.8 En relacion con el Ejemplo 2.3 obtener la altura del cohete como
funcién del tiempo, y(t), a partir de (2.22). Asuma que la masa del cohete
disminuye linealmente con el tiempo.

2.9 Obtener las Ecuaciones (2.24).

2.10 Supongamos una particula de masa m, restringida a moverse sobre
la superficie de una esfera de radio R, por la aplicacién de una fuerza F(0, ¢).
Escribir la ecuacién de movimiento.

2.11 Una particula esta sujeta a un fuerza unidimensional de la forma
F = tet/2. Con ayuda de Mathematica o de cualquier otro paquete compu-
tacional, encuentre la posicion, la velocidad y la aceleracién como funciones
del tiempo.

2.12 Suponga un sistema como el de la Figura 2.3, con 63 = 90° y con
my = 2meg. Si existe un coeficiente de friccién p entre el bloque y la superficie,
encuentre el valor de 6; para el cual el sistema se mueva con velocidad cons-
tante.

2.13 Movimiento parabdlico sin friccién. Una particula se lanza desde el
piso con una velocidad inicial Vj formando un dngulo « con la horizontal. Cal-
cule el tiempo requerido para que la particula intercepte una linea que pase
por el origen y forma un angulo 5 < « con la horizontal. ;Cudl es la distancia
(sobre la recta) alcanzada por la particula?, jpara qué dngulo « esta distancia
serd maxima? ;Cudl es el rango maximo?
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2.14 En relacion con el Ejemplo 2.5 discuta qué sucede en los siguientes
casos: (a) cuando la velocidad inicial (vg) se encuentre en el rango 0 < vy <

VgR. Grafique el dngulo ¢ en funcién de vy/+/gR; (b) cuando vy > /gR.

2.15 Dos masas atadas por una cuerda con tensiéon wvariable. Dos masas
en reposo estan atadas por una cuerda inextensible como se muestra en la
Figura 2.15. Demuestre que la tensién T en funciéon del dngulo 0 esta dada
por g

S
T®) = cosf + pssend’
donde p; es el coeficiente de friccion estatica entre la superficie horizontal y la
masa m. Grafique a T en funcién de 6. Demuestre que si la tensiéon es igual en
dos dngulos diferentes, T'(61) = T'(2), la condicién que deben cumplir estos
angulos es
01+ 06y = 2tan71(us) = 20,in,

donde 6,,;, corresponde al angulo en el cual la tensién es minima.

| |

Figura 2.15: Dos masas atadas por una cuerda con tension variable.
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2.2.2. Trabajoy energia

En esta subseccién estudiaremos los conceptos de trabajo y energia, los
cuales complementan el enfoque vectorial de las leyes de Newton.

Supongamos una particula que se desplaza del punto A al punto B, por
cualquier trayectoria, bajo la accién de una fuerza F. Definiremos el trabajo
realizado por la fuerza F' como:

B —
Wap = / Far (2.72)
A

Cuando la fuerza F sea constante, se obtiene W = F(dr)cos. Cuando
6 = 90°, la fuerza no realiza trabajo.

Podemos definir un diferencial de trabajo, considerando un desplazamiento
infinitesimal de la particula:

dW = F - dF. (2.73)

De la Ecuacién (2.73) puede verse que el trabajo en cada desplazamien-
to infinitesimal serd positivo, si el vector fuerza tiene una componente en la
direccién del desplazamiento; serd negativo, si el vector fuerza tiene una com-
ponente en la direccién contraria al desplazamiento; y serd cero, si el vector
fuerza es perpendicular al desplazamiento. Representar graficamente estas tres
situaciones.

Si F representa la fuerza neta sobre la particula, el lado derecho de la
Ecuacién (2.73) se puede escribir asi:

. dv dr dv
F-dif = — - —dt =m— - vdt
T e ™ T M
md , _, md, 1
= . = —— = — . 2. 4
Zdt(v 0)dt 2dt(v )dt d(2mv) (2.74)

En el procedimiento anterior se utilizé la Ecuacién (1.16).
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El trabajo neto para llevar la particula de A hasta B por cualquier trayec-
toria se obtiene como:
Wap = F.-dr= 5B — oMu4 = Tp — T4, (2.75)
A
donde T' = %va, se define como la energia cinética de la particula. La Ecua-
cién (2.75) se conoce como el teorema fundamental del trabajo y la energia
y relaciona el trabajo neto hecho sobre una particula, cuando esta se desplaza
entre dos puntos, con la diferencia de la energia cinética de la particula calcu-
lada en esos dos puntos, sin importar la trayectoria.

El teorema del trabajo y la energia permite conocer el trabajo total rea-
lizado sobre un objeto, conociendo tinicamente los valores de la velocidad en
los puntos inicial y final, sin tener informaciéon de las fuerzas. De otro lado,
existen fuerzas para las cuales el valor de la integral de linea en la Ecuacién
(2.75) depende solo de las posiciones inicial y final y es independiente de la
trayectoria; estas fuerzas son llamadas conservativas y son de gran importan-
cia en el estudio de la mecénica.

Definimos una fuerza conservativa como aquella para la cual el trabajo
requerido para transportar una particula solo depende de los valores, en la
posicién inicial y final, de una funcién escalar U(7), asi:

L
[ Fdif = U(7s) - U(7s), (2.76)
. ’[‘A

0, de manera equivalente,

F(7) = =VU(7). (2.77)

La funcién escalar U(7) se conoce como la energia potencial de la particula.
Si combinamos el teorema fundamental del trabajo y la energfa (Ecuacién
(2.75)) y la definicién de energia potencial (Ecuacién (2.76)), obtenemos:

1 1
U(ra)-U(rg) = Emv% - §mv124,
- 1 5 R S
U(TA) + §mUA = U(T’B) + 5mvB7 (2.78)

o, definiendo la energia mecdnica total del sistema como FE =T + U,

Ej = Ep. (2.79)
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La Relacién (2.79) se conoce como el teorema de la conservaciéon de la
energia mecdnica. Este teorema indica que para un sistema en el cual las fuer-
zas que actian sobre la particula son conservativas, la energia mecéanica total,
entendida como la suma de la energia cinética mas la energia potencial, tiene
el mismo valor en cada tiempo y en cada punto de la trayectoria.

Ejemplo 2.8 I

Particula bajo la accién de una fuerza conservativa unidimensio-

nal.

Consideremos una particula bajo la influencia de una fuerza conservativa
representada mediante un potencial U(z) dado por la Figura 2.16. Hacer un
analisis cualitativo exhaustivo a partir de la grafica del potencial para diversos
valores de la energia total.

Solucién.
El teorema de la conservaciéon de la energia mecanica establece que

1
E=T+U= §mv2+U(x),
de donde se puede encontrar la velocidad como:
() = £/ (- U(@))
v(x) = —(F —=Ul(x)).
m

Por otra parte, teniendo en cuenta que v = fl—f, se obtiene

dr 2
i i”E(E —U(x)).

Si en el tiempo inicial ¢y la particula se encontraba en la posicion zg,

t
dt=1t—

[T dx .
st e J2(E- ()

(2.80)
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Si se conoce la expresién para la energia potencial U(z) solo se requiere inte-
grar esta Ultima ecuacién para obtener la posicion como funcién del tiempo.
En muchas ocasiones no es posible obtener una solucién analitica por lo que
se debe recurrir a soluciones numéricas.

Sin embargo, aun sin resolver la Ecuacién (2.80), se puede realizar un
andlisis cualitativo del movimiento de la particula a partir de la grafica de la
energia potencial.

A U(x)
E.
E;
E2 m
E;
Eo
X
X1 X2 X3 X4 X5 Xs X7 Xs ”

Figura 2.16: Curva de energfa potencial U(z) con algunos valores de la
energia total indicados.

Supongamos que la particula se encuentra bajo la accién de un potencial
de la forma representada en la Figura 2.16. Debemos anotar que ya que la
energia cinética siempre es positiva, la energia total debe ser mayor o igual
que la energia potencial (F > U), para que el movimiento corresponda a un
caso fisico real.

Cuando la particula tenga una energia total Eq, su movimiento estara res-
tringido a la zona comprendida entre los puntos x3 y x5. Si la funcién U(x) en
esta regién es, por ejemplo, parabdlica, la particula realizard un movimiento
armonico simple, con x4 como punto de equilibrio. Debido a la importancia

del movimiento armdnico en diferentes campos de la fisica, en el Capitulo 3
se estudia en detalle este tema.
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Si la energia total de la particula es Fs su movimiento serd similar, pero
restringido a una de dos regiones: o < x < xg 0 7 < x < xg; si estd inicial-
mente en una de ellas, no podra pasar a la otra. La regién xg < x < 7 es
prohibida porque en ella U(z) > E.

Si su energia total es Ey, toda su energia sera potencial; su energia cinética
sera cero, es decir, estard en reposo en la posicién x4.

Con energia total Fj3, la particula serd libre de moverse en x > x1. Si la
particula se acerca al origen, rebotard en la barrera de potencial en x1, in-
vertird su velocidad y regresard hacia el infinito. La regiéon 0 < = < x; es
prohibida.

Por ultimo, si la particula tiene energia total Ey4, se podra mover en cual-
quier lugar del espacio, pero su velocidad cambiara de acuerdo con las varia-
ciones de U(z).

De la definicién dada en la Ecuacién (2.77), se puede apreciar que a la
energia potencial se le puede agregar una constante sin alterar el resultado de
la fuerza. Esto implica que la energia potencial, por si sola, no tiene ningin
significado fisico, lo que realmente importa son los cambios de energia poten-
cial. Asi mismo, ya que la velocidad de una particula depende del sistema de
referencia desde el que se mida, son las diferencias de energia cinética las que
tienen sentido fisico.

Si las fuerzas que actiian sobre la particula no son conservativas, es decir,
si no se puede definir una energia potencial o si la energia potencial definida
mediante la Ecuacién (2.76) no depende tnicamente de la posicién, sino
ademds, por ejemplo, del tiempo y/o la velocidad y/o la aceleracién, no se
conserva la energia mecanica, aun cuando esta se pueda seguir definiendo co-
mo F =T + U. El ejemplo més representativo de una fuerza no conservativa
es el rozamiento.
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Vale la pena destacar que los dos teoremas de conservacién enunciados
en esta seccién (conservaciéon de la cantidad de movimiento lineal y conser-
vacién de la energia mecédnica total) no fueron demostrados. Ellos surgieron
de forma natural como consecuencia de las leyes de Newton. En este mismo
sentido, existe una cantidad adicional que se conserva: el momento angular. El
momento angular es de gran importancia en el estudio de las fuerzas centrales.

FEjemplo 2.9 I

Considere una particula que se mueve bajo la influencia del potencial

a zP
U(z) = Uy (ﬁ + Z) )

donde z > 0, p es un pardmetro y las unidades de a son [z]P. Asuma el valor
fijo Uy =1 Jy a > 0. Hacer el grafico de U(z) Vs. z parap =1, 2, 3, 4y
determinar si el potencial tiene minimos (o maximos) y en cudles regiones el
movimiento de la particula es restringido (o acotado).

Solucién.

(a) Con el objetivo de analizar la contribucién de cada uno de los térmi-
nos que conforman el potencial, en la Figura 2.17 se muestra la variacion
en funcién de x de a/aP, 2P/a y a/2P + 2P/a, cona =1y p =1, 2, 3, 4.
En estas graficas se observa que para valores pequetios de x domina 1/zP y
para valores grandes de x domina el término zP. Como se tomé a positivo, el
potencial siempre sera positivo y va a tener un minimo.

(b) La derivada del potencial U(z) respecto a z estd dada por:

du ap p p—1
—_— = P
dz zptl g

aUyu

Aplicando la condicién ‘- = 0, se obtiene que hay puntos criticos en

x=ar. (2.81)
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Figura 2.17: Variacién de 1/2P, 2P y 1/2P + P en funcién de x.

Para determinar si el potencial es maximo o minimo en este punto critico se
1

obtiene la segunda derivada del potencial y se evalua en z = ar:

U _ap(p+1)  plp—1)
drz2 ~  p2tp ar2—p "’
d2U
i —9 2 .
dz? 1 pe >0
r=aP

1
por lo tanto, el potencial es minimo en z = a? y su valor estd dado por
1
Unin =U(z =ar) =2.

Se concluye que el minimo del potencial es independiente de los valores de p y a.
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(c) Cuando la energia total del sistema sea mayor que Uy, €l sistema
estard acotado. Una situacion especial se muestra en la Figura 2.18 con
la energia total E = 3 > Upyn, y con a = 4y p = 7 (aunque Upyp €S
independiente de estos valores).

n
P U
7
a i
4
10
— 4
8f | x4 i
‘ 4ix"+ X 14
= O | —E ]
5 \
0 i 2 3 g 5 6

Figura 2.18: Variacién de 4/27, 27 /4 y 4/2" 42" /4 en funcién de x. Pardme-
trosa=4,p=7Ty E=3.

A continuacién se presenta el coédigo utilizado para obtener las graficas del
Ejemplo 2.9.
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Cédigo en Mathematica para el Ejemplo 2.9

Definiciones:

n[1l:= Uy = 1;
a

nel= Ulx_,p_,a_] := Uo(—P + —);
x! a

npE= Ulx, 1, 2];

Codigo Figuras 2.17

U, UoxP
In[4]:= Manipulate[Plot[{L:I, of , Ulx,p,al}, {x, 0.1, 5},
x a

Frame—True, FrameStyle—Black, FrameLabel — {"x", "U(x) u},
PlotLegends— Placed[{1/x*, x*, 1/x*+x*},{0.8, 0.7}11,
{p, 0, 10}, {a, 0.1,10}]

Cédigo Figura 2.18

P
%%?,93457, Ulx,p,al, 3}, {x, 0, 10},
Frame—True, FrameStyle—Black, FrameLabel — {"x","U(x)"},
PlotLegends— Placed[{4/x’, x'/4, 4/x"+x"/4, "E"},
{0.8, 0.7}1, PlotRange —{{0, 6},{1, 10}}1, {p, O , 20},
{a, 0.1,10}]

ins]:)= Manipulate[Plot [{

Pregunta. Asumiendo que

a z
U(z) = Uy (ﬁ—i_?)’

con a, b, p, ¢ > 0y p # q, ;tiene el potencial un valor minimo? Si es asi,
Jpara qué valor de x?
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Ejemplo 2.10 I

Resolveremos el problema del Ejemplo 2.5 utilizando la conservacién de
la energia.

Y
A
a
b
R
P
» X
Figura 2.19: Particula descendiendo sobre la superficie de un cascarén
esférico.
Solucién.

Ya que no consideramos la friccién, podemos igualar las energias mecénicas
en los puntos a (donde ¢ = 0) y b (donde se desprende la particula) de la
Figura 2.19,

E, = Ey,

1 1
§mv(2) +mgR = imv2 + mgR cos p. (2.82)

Ahora, en el instante en que se desprende la particula la fuerza normal debe
anularse, por lo que, al aplicar la segunda ley de Newton en el punto b, se
obtiene:

02
mg Cos p = m—. (2.83)
Despejando el valor de v? en (2.83) y reemplazandolo en (2.82), obtenemos:
2 2
p = arccos (3 + ;;OR) . (2.84)
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FEjercicios

2.16 Para una fuerza conservativa, demostrar la equivalencia entre las
siguientes relaciones:

F(f) = =VU() ; VxF(f)=0;
/B () - di = U(Fa) — U(7g) ; fﬁ(f‘)-df: 0.
A

2.17 Demostrar que si la energia potencial depende explicitamente del
tiempo, no se conserva la energia mecanica.

2.18 Para cada una de las siguientes fuerzas unidimensionales, encuentre
la energia potencial asociada. Haga una grafica (con ayuda del Mathematica
o de cualquier otro programa computacional) y un andlisis del movimiento de
la particula (k es una constante positiva): a. F' = z—kg b. F = kx — ka®. c.
F=—kzx.

2.19 Cuando dos atomos o moléculas se acercan, sus nubes electronicas em-
piezan a interactuar y aparecen fuerzas que pueden variar rapidamente con la
distancia (ver simulacién disponible en https://phet.colorado.edu/sims/
html/atomic-interactions/latest/atomic-interactions_en.html).

Un modelo mateméatico sencillo para representar este comportamiento es el
llamado potencial de Lennard-Jones:

oo =se[(2)"- (5)]

donde r es la distancia entre las particulas, € es la llamada profundidad del
potencial y o es la distancia en la que el potencial entre las particulas es cero.
Con ayuda del Mathematica graficar el potencial para diferentes valores de o
y € y analizar el movimiento de la particula. ;Para qué valor de r el potencial
tiene un minimo? ;En qué regiones el movimiento de la particula estéd restrin-
gido (o acotado)?
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Nota. El potencial de Lennard-Jones es un caso particular del potencial
de Mie: U(r) = kp/2P — ky/x9, donde k, y k, son constantes.

2.2.3. Momento angular

El momento angular (I_:) de una particula, respecto al origen de un sistema
de coordenadas desde el que se define el vector posicién 7, estd dado por:

=

L=7xp (2.85)

El torque o momento de fuerza N, respecto al mismo origen de coordena-
das, se define como:

N=#xF. (2.86)
Si se toma la derivada del momento angular,
dL  d
=27 2.
dt dt (T X 17)7 ( 87)
se obtiene (ver Capitulo 1):
dL . df =

La Ecuacién (2.88) implica que si no hay un torque neto actuando sobre
la particula, el momento angular se conserva, es decir, no varia en el tiempo.
Ya que el torque depende del sistema de referencia, la adecuada elecciéon del
sistema de coordenadas puede facilitar el andlisis del problema.

2.3. Dinamica de un sistema de particulas

Hasta aqui hemos estudiado la dindmica de una particula. Como lo ex-
presamos anteriormente, en diversas situaciones podemos considerar como
particula algunos objetos macroscopicos, despreciando las interacciones en-
tre las particulas que constituyen ese objeto. En lo que sigue, extenderemos
nuestra discusion a sistemas formados por muchas particulas. Este estudio sera
de especial interés cuando se estudie la mecanica del cuerpo rigido.
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2.3.1. Centro de masa

Consideremos ahora un sistema compuesto por n particulas cuyas masas
sean mi,ma, M3, ... My. La masa total del sistema M, sera

M =Y m. (2.89)
=1

Z

A

X

Figura 2.20: Vector posicion del centro de masa para un sistema de particu-
las.

Se define el centro de masa de un sistema como el punto geométrico que se
comporta como si sobre él actuara la resultante de todas las fuerzas externas
al sistema.
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Si respecto al sistema de referencia escogido, 7; representa el vector posicion
de la i-ésima particula, se define el vector posicion del centro de masa R como:

T
R:M;mm; (2.90)

En la Figura 2.20 se puede ver que el vector R depende del sistema de
coordenadas elegido.

Para un sistema en el que la distribucién de la masa sea continua, la suma
en (2.90) se reemplaza por una integral,

L
R:M/mm (2.91)

donde dm = pdV, siendo p la densidad del cuerpo. La integral considerada en
esta ecuacién es triple.

Ejercicios

2.20 Considere dos masas mi y mse ubicadas en los puntos (—a,0) y
(a,0), respectivamente. Obtener el centro de masa en los siguientes casos:
(a) m1 = ma =m; (b) m1 =mymao=2m; (c) mi =mymg=100m. ;Qué
concluye?

2.21 Calcular la posicién del centro de masa de la distribucién mostrada
en la Figura 2.21

X X XX
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Y
A
m 2m
L S R *
i i
i i
| |
1 1
ol ! |
; ; > X
i i
| |
1 1
1 1
i i
i i
1P SR P
dm 3m

Figura 2.21: Cuatro masas ubicadas en los vértices de un rectangulo de
lados a y b.

2.22 Obtener la posicién del centro de masa de un sistema formado por
tres masas m; = m, mg = 2m y ms = 3m ubicadas en los puntos (b,0,b),
(0,b,2b) y (0,2b,b), respectivamente.

2.23 Calcular la posicién del centro de masa del hemisferio superior de un
cascardn esférico de radio R y densidad (masa por unidad de area) constante o.

2.24 Mostrar que
1
2 p2 2 2
M*R*=M EZ mr;} 5 ;j imy; 15

. . . 2 o5 o 9 2 RN
Tener en cuenta que rj; = 75 —173, lo cual implica T =i =TT =277,
2.25 Obtener la posicion del centro de masa para la molécula de agua (ver

Figura 1.5, en el Capitulo 1, en la seccién de Tensores).
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2.26 Obtener la posicién del centro de masa para los tridngulos de densidad
uniforme que se muestran en las Figuras 1.6 y 2.22.

Y
A

»X

Figura 2.22: Triangulo rectdngulo e isdsceles ubicado en los cuadrantes I y
II.

2.3.2. Momento lineal del sistema

Denotemos con F; la fuerza neta que actiia sobre la i-ésima particula del
sistema. Esta fuerza se puede descomponer en dos: la fuerza neta hecha desde el
exterior del sistema sobre la i-ésima particula, que denotaremos fuerza externa,
F‘Z-(e); y la resultante de la suma de las fuerzas internas debida a las restantes
n — 1 particulas del sistema,

fi=>"Fi (2.92)
i#i

donde ﬁj representa la fuerza sobre la particula i, debida a la particula j; el
término 7 = j no entra en la suma, ya que f; = 0. La fuerza total sobre la
particula i-ésima sera:
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—

F=F947, (2.93)
Aplicando la segunda ley de Newton a la particula i-ésima,

o dp; dQTz —(e)
F,=— = =F; E i 2.94
at M ag +#sz (2:94)

La relacién (2.94) constituye la ecuaciéon dindmica de movimiento para la
particula i-ésima. Sumemos ahora las ecuaciones para cada una las particulas
del sistema,

Zmz b= S EYYY 6
i=1 i=1 j#i
d2 R non.
dtz(zmm) = FO+3 5N fi (2.95)
i=1 i=1 j#i

Donde hemos definido la fuerza externa neta como la suma de todas las fuer-
zas externas actuando sobre cada particula del sistema, > i _)(e) = F) . gl
ultimo término de la derecha de la Ecuacién (2 95) desaparece con51derando
que, de acuerdo con la tercera ley de Newton, fw = f]Z (verificar paran = 3).
Utilizando la definicién del vector posicién del centro de masa:

2R
M~ = Fe), (2.96)
Este importante resultado indica que el centro de masa del sistema se mue-
ve como si fuera una tnica particula de masa M sobre la que actua la fuerza

externa total F (€) | sin importar las fuerzas internas.

Ejercicio

2.2'7 Completar los pasos intermedios para obtener la Ecuacién (2.96)
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Ya definimos anteriormente el momento lineal del sistema P como la suma
de los momentos lineales de cada particula,

L dr d ¢ d, = dR
P= — = — 7= —(MR) = M— 2.97
;ml at ~da="" gt ME) = Mg (2.97)
0, de manera alternativa
P=MV, (2.98)

donde hemos definido la velocidad del centro de masa como V = %' Asi, el
momento lineal total del sistema es el mismo que tendria una particula de masa
M moviéndose con la velocidad del centro de masa. Si tomamos la derivada
de P,

dP 2R -

— =M-—=F), 2.99

dt dt? (2.99)

La Relacién (2.99) indica que cuando no existen fuerzas externas sobre
el sistema, el momento lineal total del sistema se conserva y su valor es igual
al del momento lineal del centro de masa, P = MYV

2.3.3. Momento angular y torque en un sistema de particulas

Definamos como 73’ la posicién relativa de la i-ésima particula con respecto
al centro de masa (ver Figura 2.23),

—

7' =7; — R. (2.100)
Derivando respecto al tiempo obtendremos las relaciones para las velocidades

—

o' =0 -V, (2.101)

donde v}’ representa la velocidad de la particula respecto al centro de masa,
y V la velocidad del centro de masa.

De manera analoga a como se definié para el caso de una particula, en un
sistema de n particulas se define el momento angular de la i-ésima particula
como:
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Figura 2.23: Posicién relativa de una particula respecto al centro de masa.

—

L; =75 X pi; (2.102)
y el momento angular total del sistema:

n

L= "Li=Y (rixp) =Y (7 x mv}). (2.103)

i=1 i=1 i=1
Utilizando la Ecuacién (2.100), podemos reescribir el momento angular
total en términos del centro de masa:

L=Y"(7'+R) x my(5;' + V); (2.104)

i
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esto es,

L= Z 7' X mv; +Z m;r; ><V+R><Z m;v; +R><Z(ml ) (2.105)

i A

El segundo y tercer término de la derecha de la Ecuacién (2.105) se anulan
(demostrarlo o argumentar cualitativamente). Por lo tanto,

L= Z "} i)+ Rx MV. (2.106)

Es decir, el momento angular total del sistema E, se puede escribir como
la suma de dos contribuciones: el momento angular relativo al centro de masa
(X0 (7" x p')) y el momento angular del centro de masa (R x MV).

Tomemos ahora la derivada temporal del momento angular total (Ecuacién
(2.103)),

= Z g ( (©) +Zfzy) )
B j#i
= Zn x F) +ZZ 7 % fij)- (2.107)

i jF#EL

Teniendo en cuenta la tercera ley de Newton, el tiltimo término de la Ecuacién
(2.107) se anula (demostrarlo). Por lo tanto, definiendo el torque total del
sistema como N = -, N;, la Ecuacién (2.107) queda:

N x 9= N, =N (2.108)
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La Ecuacién (2.108) define la conservacion del momento angular para un
sistema de particulas: si el torque total externo sobre un sistema de particulas
es cero, el momento angular total del sistema permanecerd constante en el
tiempo.

2.3.4. Teorema del trabajo y la energia en un sistema de particulas

Definamos la energia cinética total del sistema (T) de n particulas, como
la suma de las energias cinéticas de cada particula,

1 n
T=3 > may. (2.109)
%

En coordenadas del centro de masa,

612771/+V
Por lo tanto,
1 & — _,
T = 5 _mi(@’+V)~(@’+V),
3
1 & s 1 PR DR
= 5XZ:TTLIV +§zi:mivi +§(2)V¥mﬂ’z (2.110)

El dltimo término de la derecha de la Ecuacién (2.110) es 7' m,v;’ =
Por lo tanto, la energia cinética total del sistema sera:

1 1
T= MV 4o S maf (2.111)
7

La energia cinética de un sistema de muchas particulas es iqual a la energia
cinética del centro de masa mds la suma de las energias cinéticas, relativas al
centro de masa, de todas las particulas del sistema.
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Definamos ahora el trabajo neto para llevar el sistema de particulas de un
estado A, a un estado B asi:

n B
Wap = Z/A F; - di,
_ /mzdvl (Tidt) = Zml/ d(v (2.112)

Con esta definicidn:
1 (& 9 1 (& 9
Wap = 3 Zmivi —-3 Zmivi ,
i B i A
Wagp = Tg—Ta. (2.113)

La Relacién (2.113) representa el teorema del trabajo y la energia para
un sistema de particulas.

Energia potencial en un sistema de particulas

Recordemos que la fuerza total sobre la particula i-ésima de un sistema es

n
F=F9%3 i (2.114)
E=]

Si sumamos sobre todas las particulas y aplicamos la tercera ley de Newton,

F=YF=YF". (2.115)

. e . . , . ’
Ahora, si Fi( ) es conservativa, podemos definirla en términos de la energia

potencial como F;(e) = —VUi(e), entonces

F=-v <Z U}‘”)

F = —VUy, (2.116)

donde hemos definido la energia potencial total del sistema como Ur = >} U, @
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Ejercicio

(e .
2.28 Demostrar que para el caso en que Fi( ) sea conservativa, se puede
definir el teorema de conservacién de la energia mecanica, de manera andloga
a como se definié para una particula.

2.3.5. Caso especial: cuerpo rigido

Un cuerpo rigido es un objeto cuya forma no cambia bajo la acciéon de
fuerzas externas. Por lo tanto, las distancias relativas entre las particulas que
conforman el cuerpo estan fijas, es decir, no varian. Si el cuerpo rigido estd
fijo en un punto, entonces, no se trasladard, sino que rotard con velocidad
angular instantanea & alrededor del punto fijo. A continuacién se obtendran
las expresiones para el momento angular y la energia cinética para un cuerpo
rigido.

Momento angular (L) de un cuerpo rigido. Tal como se definié pre-
viamente, el momento angular para un sistema conformado por n particulas
es:

a=1

= Z Mo (T X (G X Ty)),
a=1

= D ma(@r — Fulfa-d)). (2.117)
a=1

Para obtener la ultima expresion se utilizé la tercera de las ecuaciones mos-
tradas en el Ejercicio 1.22 ,con A=C=7,y B=d.

La k-ésima componente de L est4 dada por:
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Lk == ﬂkjw]'; (2118)

M-

<
Il
—

donde [ es el tensor de inercia y zo; es la i-ésima componente del vector
posicién de la a-ésima particula. En notacién compacta, la expresiéon anterior
se puede ver como el producto escalar entre un tensor de segundo rango y un
vector:

-

L=1-.

Este tensor relaciona una suma sobre las componentes de la velocidad angu-
lar con la k-ésima componente del momento angular. Sus componentes estan
dadas por (ver Ecuacién (1.36))

n 3
EZ Okj Y a2, = Tk |- (2.119)
a=1 i=1

Las componentes 11, lo2 e I33 se llaman momentos de inercia, mientras que
las componentes [12, I3 e l23 se denominan productos de inercia. Todas estas
componentes dependen de la direccién del eje de rotacion.

Si el cuerpo corresponde a una distribucién continua de materia con den-
sidad de masa p = p(¥), el tensor de inercia estd dado por (ver Ecuacién
(1.37))

I]jkz/ (7) (5]ka2 zjzy | dV, (2.120)

donde dV es el diferencial de volumen.
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Pregunta. ;Cuédles son las unidades de las componentes del tensor de iner-
cia? (ver Ecuaciones (2.119) o (2.120)).

Nota. En la Seccién 1.9, se explican detalladamente algunas propiedades
del tensor de inercia y se obtiene el tensor de inercia para algunos cuerpos.

La Ecuacién (2.118) indica que cada una de las componentes del mo-
mento angular estd dada por una funcién lineal de todas las componentes del
vector velocidad angular. Es decir, el momento angular y la velocidad angu-
lar estdan relacionados mediante una transformacion lineal. A continuacién se
mostrard explicitamente esto, haciendo k = 1,2,3 en la Ecuacién (2.118):

L1 = w4 laws + l13ws,
Ly = la1wy + lasws + lo3ws,
Lz = lz1w1 + l30w2 + I33ws.

A partir de la Ecuacién (2.119), los momentos de inercia, en forma
explicita, son:
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Y los productos de inercia son:

n n
12 = =) MaTaiTa2=— Y MaTala:
a=1 a=1
n n
D13 = - Z MaTa1Ta,3 = — Z MaTaZa,
a=1 a=1
n n
lo3 = — Z MaTa2Ta3 = — Z MaYazas
a=1 a=1

3 2 2 2 2 2
donde wa,l = Tq, 'CCOL,Q = ya7 'CCOL,3 = Za y Zi:l xa7i = xa + ya + Za = Ta'

Como el tensor de inercia es simétrico (ver Seccién 1.9), entonces 15 = lo1,
l13 =31 e log = 3.

El tensor de inercia se puede representar por una matriz cuadrada 3 x 3.
Cuando todos los productos de inercia son cero, entonces, el tensor de inercia se
representa por una matriz diagonal: I; = Ij.0x, donde los I} son los elementos
de la diagonal de esta matriz. En este caso,

L =) lpjwj = Ixbpjw; = Lrwy. (2.121)
j j

Los ejes del sistema coordenado en el cual el tensor de inercia es diagonal, se
llaman ejes principales de inercia.

Energia cinética de un cuerpo rigido. La energia cinética rotacional

de un cuerpo rigido, formado por n particulas y fijo en un punto, esta dada
por:
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1 1
2 O
T = 52771@%: §Zmava-va,
a=1 a=1
1& o
T = B Zmava (@ X Tq),
a=1
n
1 o s o ., . s
T = 3 Z Me & - (T X Uy) (se aplicéd la segunda ecuacién del Ejercicio 1.22),
a=1
1 n
T = §J'Z'Fa><ma'l7a7
a=1
1 n
T = S ) 7uxha
a=1
1 -
T = -&-L
2 b
1 3
=1

De acuerdo con la Ecuacion (2.118), L; = Z?Zl l;jw;. Al sustituirlo en
la ecuacioén anterior se obtiene:

1 3
T = 5 I]ijwz-w]-. (2122)
1

1,j=

En notacién compacta, la expresion anterior se puede escribir como:

1
T=-3-1-a.
5 @ l-@
Pregunta. A partir de la Ecuacién (2.122), ;cudles son las unidades del

tensor de inercia?

De acuerdo con la Ecuaciéon (2.122), la energia cinética (rotacional) del
cuerpo rigido que estd fijo en un punto es una funcién cuadratica de las velo-
cidades angulares y el tensor de inercia es el factor de proporcionalidad entre
la energia cinética y la velocidad angular.
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Cuando todos los productos de inercia son nulos, es decir, cuando el tensor
de inercia se representa por medio de una matriz cuadrada, la Ecuacién
(2.122) se transforma en:

1 1 1
T = 5 Z I]iéijwiwj = 5 Z ﬂiwf = §(|]1w% + ﬂgw% + |]30J§).
i, i
Esta expresion indica que al considerar los ejes principales de inercia, la energia
cinética se representa por un elipsoide. Si l; = Iy = I3, la energia cinética co-
rresponde a la superficie de una esfera; y si [y = ly # 3, estd dada por un
esferoide.

Finalmente, reemplazando a la velocidad angular por é, la energia cinética

es
3

> 15600,

1,7=1

T:

N[ =

Si 6; y éj son independientes, se obtiene:

> é,‘l.T = 2T,
00,

donde se usé la Ecuacién (1.50).

Ejercictos

2.29 Obtener el momento angular y la energia cinética para la molécula
de agua (ver Ejemplo 1.7) en el caso que gire en torno al eje Z con velocidad
angular constante.

2.30 Obtener el momento angular y la energia cinética para el tridngulo
mostrado en la Figura 1.6 (ver Ejemplo 1.8) en el caso que gire en torno al
eje Z con velocidad angular constante.

—_
—_
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2.31 Obtener el tensor de inercia, el momento angular y la energia cinética
para el cuerpo rigido mostrado en la Figura 2.21, con respecto al centro de
masa. Hallar un sistema de ejes principales.

2.32 Considere un cuerpo rigido formado por tres masas mi; = m, me = 2m
y m3 = 3m ubicadas en los puntos (b,0,b), (0,b,2b) y (0, 2b,b), respectivamen-
te (ver Ejercicio 2.21). Hallar el tensor de inercia, el momento angular y la
energia cinética asumiendo que el cuerpo esta fijo en su centro de masa. Hallar
un sistema de ejes principales.

2.4. Actividades complementarias

A continuacién se listan algunos articulos con el objetivo de complementar,
profundizar o extender los temas tratados en el presente capitulo.

1. Los sistemas con masa variable son poco tratados en la mayoria de libros de
texto de mecdnica clasica. Sin embargo, es un tema que tiene aplicaciones
préacticas y sobre el cual se puede investigar. Algunos autores plantean que
la Ecuacién (2.10) viola el principio de relatividad bajo transformaciones
galileanas. Los siguientes articulos son una motivacién para profundizar en
este tema:

« Thomaz MT, Correa EV. Center of mass of a system of variable mass
particles. Rev Bras Ens Fis. 2019; 41(3).

+ Thomaz MT. Newton’s Second Law of a particle with variable mass. Rev
Bras Ens Fis. 2021; 43.

« Plastino AR, Muzzio JC. On the use and abuse of Newton’s second law for
variable mass problems. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy.
1992; 53.

« Koczan GM. Defining of three-dimensional acceleration and inertial mass
leading to the simple form F=MA of relativistic motion equation. [Phy-
sics.hist-ph]. [Fecha desconocida].
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+ Pesce CP, Casseta L. Variable mass systems dynamics in engineering
mechanics education Proceedings of COBEM, 19th Int. Int Con Mech
Eng. 2007.

« Wolny J, Strzalka R. Momentum in the dynamics of variable-mass sys-
tems: classical and relativistic case. Acta Physica Polonica A. 2019;
135(3): 475-9.

+ Awrejcewicz J. Dynamics of Systems of Variable Mass. Classical Mecha-
nics, chapter. 2012; 341-57.

« Eke FO, Mao TC. On the dynamics of variable mass systems. Internatio-
nal Journal of Mechanical Engineering Education. 2002; 30(2).

2. El movimiento parabdlico de un proyectil sin considerar la friccion que
ejerce el medio en el cual la particula se mueve, es un caso ideal. Una manera
de incluir la friccién es considerar fuerzas que dependan de la velocidad
(~ v™). Este tema da la oportunidad de explorar este movimiento tomando
diferentes valores para n, usando herramientas computacionales. En los
siguientes articulos se trabaja movimiento parabdlico asumiendo fuerzas
de friccién que varian lineal o cuadraticamente con la velocidad:

« Stewart SM. An analytic approach to projectile motion in a linear resisting
medium. Int J Math Educ Sci Technol. 2006; 37(4).

« Hernandez-Saldana H. On the locus formed by the maximum heights of
projectile motion with air resistance Fur. J Phys. 2010; 31.

« Morales DA. A generalization on projectile motion with linear resistance

Can. J Phys. 2011; 89.

+ Ivchenko V. On projectile motion with the quadratic drag force. Eur J
Phys. 2018; 39.

+ Belgacem CH. Range and flight time of quadratic resisted projectile mo-
tion using the Lambert W function. Fur J Phys. 2014; 35.

» Benacka J. Solution to projectile motion with quadratic drag and gra-
phing the trajectory in spreadsheets. Int J Math Educ Sci Tech. 2010;
41(3).

« Karkantzakos PA. Time of flight and range of the motion of a projectile
in a constant gravitational field under the influence of a retarding force
proportional to the velocity. J Eng Sci Tech Rev. 2009; 2(1).

» De Alwis T. Projectile motion with Mathematica Int. J Math Educ Sci
Technol. 2000; 31.

+ Morales CA, Munoz JH, Vera CE. Some remarks on projectile motion
with a linear resistance force, working paper. 2019.

+ Ribeiro WJM, Souza JR. Projectile Motion: The “Coming and Going”
Phenomenon. Phys Teach. 2021; 59.
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3.

« Sarafian H. What projective angle makes the arc-lenght of the trajectory
in a resistive media maximum? A reverse engineering approach. American
Journal of Computational Mathematics. 2021; 11: 71-82.

Un caso especial del Ejemplo 2.7, asumiendo que la fuerza de friccion y
la fuerza externa F' son cero, se presenta en el articulo:

« Bollina O, Parreira JR. A problem of relative, constrained motion. Phys
Teach. 1998; 36.

En este trabajo se desarrollé6 un nuevo método para determinar la acele-
racion relativa de un bloque que desliza sobre un plano inclinado que se
mueve horizontalmente.

Con el propédsito de estudiar la conexién entre teorfa de grupos (ver la
Actividad complementaria 4 en el Capitulo 1) y las transformaciones
entre sistemas de referencia, se recomienda estudiar el articulo:

« Rocha AN, Rizzuti BF, Mota DS. Galileo and Lorentz Transformations: A
study via group theory. Rev Bras Ens Fis. 2013; 35(4).

En el Ejemplo 2.1, la tensién en la cuerda a la que estdn unidos los
dos cuerpos es constante. Sin embargo, en algunos casos, como el presen-
tado en el Ejercicio 2.15, la tensién es variable. Este montaje sencillo
(ver Figura 2.15) ofrece la posibilidad de explorar el uso de herramientas
computacionales con el experimento en mecanica clasica. Recientemente,
en los siguientes articulos se ha profundizado en este sistema fisico:
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« Benitez D, Herrera HJ, Munioz JH. Symmetry in the system of two blocks

connected by a string with variable tension. Rev Cubana Fis. 2019; 36(2):

139-43.
» Herrera-Suarez H, Munoz J. Two blocks connected by a string with varia-
ble tension: a dynamic case. Physics Education. 2020; (5).

« Mungan CE. Comment on “Two blocks connected by a string with varia-
ble tension: a dynamic case”. Phys Educ. 2021; 56(2).

« Franco A, El mejor angulo para arrastrar un bloque. Curso Interactivo
de Fisica en Internet [internet]; [citado el 29 de septiembre de 2022].
Disponible en: http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3/dinamica/arrastra/
arrastra.html
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Capitulo

Oscilaciones

En este capitulo se hace una introduccion a las oscilaciones lineales a través
de desarrollos matemaéticos detallados. Se consideran oscilaciones libres, amor-
tiguadas, forzadas y acopladas.

3.1. Oscilaciones libres 0 armonicas

En esta seccién se describen tres sistemas fisicos que presentan la misma
ecuacién de movimiento y su respectiva solucion.

3.1.1. Masa atada a un resorte

Consideremos una masa m atada a un resorte de constante elastica k,
sometida a una fuerza recuperadora F = —kZ, donde ¥ es la deformacion
unidimensional del resorte (ver Figura 2.5). A este tipo de fuerza central, de
caracter lineal, se le conoce como ley de Hooke. El signo menos indica que es
una fuerza restauradora.

En lo que sigue se adopta como notacién & = C(le y = ‘(I;T”;, es decir, un
punto sobre la variable representa su derivada temporal y dos puntos sobre la
variable simbolizan la segunda derivada respecto al tiempo.

—_
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La ecuacion de movimiento para el sistema masa-resorte se obtiene a partir
de la segunda ley de Newton, ﬁtotal = ma, donde ﬁtotal es la fuerza total que
actla sobre la particula en la direccion del movimiento (ﬁtotal = —kT, en este
caso), y d es su aceleracién. Usando la notacién mencionada anteriormente se
obtiene:

mi = —kuz,
mi+kx = 0,
.k
r+—x = 0.
m

Asi, la ecuacién de movimiento se escribe como:

itwde=0, (3.1)

donde wy = 1/%, se llama frecuencia propia del sistema. La solucién para la
Ecuacién (3.1) se presenta al final de esta seccién.

Pregunta. ;Cudl es la unidad de medida de la frecuencia propia wg?

Respuesta. En primer lugar se obtienen las unidades de la constante
elastica k. Como k = £l se obtiene: [k] = N = (ki'zm)(i) = %, donde N, kg,

x m m
m y s denotan Newtons, kilogramos, metros y segundos, respectivamente. Por

lo tanto, las unidades de wy son [wy] = (%) 7 = 1. Es decir, las unidades de

wp son el inverso del tiempo.

Otro camino para obtener las unidades de wqg es a partir de la Ecuacién
1

1)l = () = (3 4)" = &

3.1.2. Péndulo simple

Un péndulo plano estd conformado por una masa m atada a una cuerda
inextensible de longitud I, que oscila respecto a la vertical (ver Figura 3.1).
Las fuerzas que actiian sobre la particula son el peso (denotado por @ y cuya
magnitud es mg, donde g es la magnitud de la aceleracion de la gravedad en
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Figura 3.1: Péndulo simple.

la tierra) y la tension (') de la cuerda.

Respecto a un sistema de coordenadas polares (caso particular de un sis-
tema de coordenadas cilindricas con z = 0 y ¢ = 6, ver Seccién 1.8.1), se
observa, en la Figura 3.6, que el vector peso se puede descomponer en dos
componentes: una a lo largo de la direcciéon radial p, cuya magnitud es igual
a mgcosf, y la otra en la direccién contraria al vector 0. Las ecuaciones de
movimiento, en coordenadas polares, a partir de la segunda ley de Newton se
escriben como:

T —mgcos® = ma, = p— pb?, (3.2)

—mgsen f = mag = p + 20, (3.3)

donde hemos utilizado las aceleraciones obtenidas en (1.28). Ya que hemos
considerado una cuerda inextensible (p = | = cte), las Ecuaciones (3.2) y
(3.3) se transforman en

T — mgcosf = —162, (3.4)

—mgsen = 10. (3.5)

—_
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Asumiendo que las oscilaciones son pequenas, en la Gltima ecuacién se pue-
de utilizar la aproximacién sen f = 6 para obtener la ecuacién de movimiento
del denominado péndulo simple:

+wio=0, (3.6)

donde wy = \/%7 se conoce como la frecuencia propia del sistema. Es im-
portante resaltar que esta frecuencia es independiente del valor de la masa
suspendida.

Pregunta. ;Cudl es la unidad de medida de la frecuencia propia del péndu-
lo simple?

Respuesta. A partir de la expresién wy = ﬁ se obtiene [wy] = 1/8%% =
. Es decir, la frecuencia propia tiene unidades del inverso del tiempo (si el
tiempo estd en segundos, la unidad se denomina Hertz y se abrevia como Hz).

1
s

3.1.3. Péndulo fisico

Figura 3.2: Péndulo fisico.

Un péndulo fisico (o péndulo compuesto) es un cuerpo rigido que oscila
libremente alrededor de un eje fijo que esta a una distancia r del centro de
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masa (ver Figura 3.2). Este eje fijo corresponde al eje principal de inercia del
péndulo fisico, por lo que su momento angular esta dado por

L= I6k.
Usando la Ecuacién (2.108) y teniendo en cuenta que la tnica fuerza que

produce torque (o momento de fuerza) es el peso del cuerpo tenemos

% (IG]AC) =7 x (—=mgj),

por lo que

16 = —mgrsen.

Considerando solo oscilaciones pequefias (sen 6 = 0,) la ecuacion de movimien-
to es
0+wi 0=0, (3.7)

donde wo = /™" es la frecuencia propia del péndulo fisico. Nuevamente se

obtiene una ecuacion diferencial de seqgundo orden, lineal, homogénea con co-
eficientes constantes.

Ejercicios

3.1 Considerando que las unidades del momento de inercia son [I]= kg -

m?, verificar que las unidades de la frecuencia propia del péndulo fisico son s 7.

3.2 Asumiendo I = mr?2, jcudl es la frecuencia propia del péndulo fisico?
Compare esta frecuencia con la del péndulo simple, ;qué concluye?

3.1.4. Solucion de la ecuacion diferencial i + w2 2 = 0

De las Relaciones (3.1), (3.6) y (3.7) se concluye que las ecuaciones de
movimiento para los sistemas masa-resorte, péndulo simple y péndulo fisico
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tienen la misma forma: # + widx = 0. Esta tltima expresién es una ecuacion
diferencial de sequndo orden, lineal, homogénea y con coeficientes constantes.
Los objetos descritos por esta ecuacién experimentan lo que se conoce como
un movimiento armonico simple. Es importante estudiar esta ecuacién dife-
rencial porque una gran variedad de sistemas en diferentes areas de la fisica
se describen, con buena aproximacién, por medio de ella.

Una ecuacién diferencial de segundo orden, lineal y homogénea, tiene dos
soluciones linealmente independientes. Por lo tanto, si x1 y x2 son soluciones,
la combinacién lineal de ellas, axi + bxy también es solucién.

Se propone x = e como solucién a la ecuacién diferencial i + w%x = 0.

La primera y segunda derivada de x respecto al tiempo estdn dadas por
T = )\e’\t,

i = A2,

Al sustituir estas dos expresiones en la ecuacion diferencial se obtiene:

MM w2eM = 0,
(2 4ud)e* = o
A\ +wi) = 0,

A = Liwg.

Asi, se tienen dos soluciones: z1 = eT™0! y 19 = e7™0! La solucién general

serd una combinacién lineal de ellas:
a(t) = Cy e"0f 4 Oy e, (3.8)

donde C7 y C5 son constantes de integracion. La ecuacién anterior pertenece
al campo de los ntimeros complejos. Utilizando la ecuacién de Euler ¢ =
cos o + 1 sen « y construyendo las siguientes combinaciones lineales de z1 y =2
se obtienen soluciones reales:

T = (e“‘*’ot + e”wot) = coswyt,

IN\'J.‘HL\DM—‘

(e“wot — e‘“’“t) = sen wot.
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Con la combinacién lineal de estas expresiones se construye una solucién ge-

neral que pertenece al campo de los niimeros reales:

b1 Ty + be o,
= by coswot + by senwyt. (3.9)

Si las constantes de integracién {b;, ba} se transforman en las constantes

{A, ¢} mediante las ecuaciones:

b1 = Acos ¢,
bs = Asen ¢,

se puede representar la relacion entre ellas mediante el tridngulo rectangulo

de la Figura 3.3.

ba

¢

b
Figura 3.3: Relacién entre las constantes de integracion.
De esta manera, la solucién a la ecuacién diferencial sera
z(t) = Acos(wot — ¢). (3.10)

Ya que la ecuacién es de segundo orden, su solucién tiene dos constantes: A y
¢ que son la amplitud y la fase inicial, respectivamente. La velocidad v y la
aceleracién a en funcién del tiempo, estdn dadas por

v(t) = Cc% = —wpAsen(wot — @),
dv  d*x
a(t) = il —wi A cos(wot — ¢). (3.11)
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Pregunta. ;Cudl es el periodo del movimiento?

Respuesta. Sea T el periodo del movimiento. Por lo tanto, se debe cumplir
que z(t) = z(t + T). Esto implica

Acos(wot — ¢) = Acos[wo(t +T) — ¢],
cos(wot — @) = cos[(wot — @) + woT)-

Asi, se debe cumplir que w1 = 27, por lo que el periodo estarda dado por

_

T (3.12)

wo
Sustituyendo la expresién para wp obtenida para cada uno de los sistemas

fisicos tratados en las subsecciones anteriores, se obtiene el periodo de estos
sistemas (ver Tabla 3.1).

Pregunta. ;Qué informacién contiene la fase inicial ¢?

Respuesta. La fase inicial ¢ contiene informacién acerca de la posicién de
la particula en t = 0. Supéngase que en t = 0, x = . Asi, de la Ecuacién
(3.10) se obtiene

z(t = 0) = zg = Acos ¢.

En la Tabla 3.2 se presentan valores de la fase inicial ¢, para algunos
valores de xzg. Por otra parte, en la Figura 3.4 se presentan la posicién, la
velocidad y la aceleracién en funcién del tiempo, tomando como condiciones
iniciales 2(0) = 3 cm y 2(0) = 0, y haciendo ¢ =0, A =3 cm y wp = 2 s~ .
En este caso, el periodo es T' = .

Ejemplo 3.1 I

Demuestre que la energia mecdnica total del sistema masa-resorte es cons-
tante y estd dada por F = %mw%AQ. Adicionalmente, grafique las energias
cinética, potencial y mecanica total en funcién del tiempo.
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Tabla 3.1: Periodo para algunos sistemas fisicos que presentan movimiento

armonico simple.

Sistema

fisico Periodo (T _ il)

0

Analisis

un resorte

Masa atada a 2 —on. /™
L k
m

Péndulo sim- 2w l
2N on [t
ple g g
l
Péndulo fisico 2 =27 !
mgr mgr

El periodo del sistema masa-resorte
varia inversamente proporcional a
la raiz cuadrada de la constante
elastica del resorte y directamente
proporcional a la raiz cuadrada de
la masa.

El periodo del péndulo simple es in-
dependiente de la masa m suspendi-
da de la cuerda. Solo depende de la
longitud de la cuerda de la forma

T3

A partir de esta expresién se pue-
de obtener el momento de inercia
del cuerpo que estad oscilando, cal-
culando inicialmente el periodo. De
igual manera, se puede hallar la lon-
gitud del péndulo simple equivalen-
te igualando los periodos para los
péndulos simple y fisico.

Solucion.
La energia total es la suma de la energia cinética (T = %ma’:Q)
energia potencial (U = %ka), donde:
L .2 o _ 1 90 o
T= gmd” = §m[—w0A sen(wot — @)]° = imwoA sen” (wot — @),

U = %kﬁ = %kA2 cos®(wot — ¢) = %(mw%)ﬁﬁ cos? (wot — ¢).

7

mas

la
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Tabla 3.2: Fase inicial ¢ para algunos valores de z(t = 0) = xg.

o ¢
—-A m
—A/2 27/3
0 /2
A2 w/3
A 0; 27
10} 1
s5f 1
0
-5} — X(t) 1
v(t)
-10f a(t) 1
00 05 10 15 20 25 3.0

t(s)

Figura 3.4: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracion
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador arménico simple.

Por lo tanto,
1 1
E=T=U= §mw§A2 [sen?(wot — ¢) + cos?(wot — ¢)] = imngz. (3.13)

Este resultado demuestra que la energia mecanica total para un oscilador

armoénico simple es constante y proporcional al cuadrado de la amplitud:
E x A2,
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La Figura 3.5 muestra la evolucion de las energias cinética, potencial y
total en funcién del tiempo. En esta gréafica se aprecia que la energia total
es constante y que en el instante en el cual la energia cinética es maxima, la

energia potencial es cero, y viceversa.

151 :
10 1
5F |
U
oF —— E. Total
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0

t(s)

Figura 3.5: Energias cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) para el oscilador libre en funcién del tiempo.

127



Notas introductorias de mecénica clésica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

A continuacién se presenta el cédigo utilizado para obtener las gréaficas del
Ejemplo 3.1.

Cédigo en Mathematica para el Ejemplo 3.1

Definiciones:
n[l]:= A = 3;
k = 4;

Inf2:= WO= k/m; (xfrecuencia propia al cuadradox)
Solucién de la ecuacion diferencial:

n@= x[t_l:= A Cos[VWO t]
Cédigo Figura 3.4:

n@l= Plot[{x[t], x’[t], x’’[t]}, {t, O, m}, Frame—True,
FrameStyle—Black, FrameLabel — {"t(s)",""},
PlotLegends— Placed[{"x(t)", "v(t)", "a(t)"}, Center]]

Definiciones:
msl= T = (0.5)*m*(x’ [t])?;

mel= U = (0.5)*k*(x[t])?;

Inf7:= EM = T + U;
Cédigo Figura 3.5:
ingl= Plot[{T, U, EM}, {t, 0, 7}, Frame—True,

FrameStyle—Black, FrameLabel — {"t(s)", ""},
PlotLegends— Placed [{"T", "U", "E. Total"}, Center]]

Ejercicio

3.3 El valor promedio de una funcién f = f(x) en el intervalo [a, b] estd
definido por
1

e /abf(:v)d:v.

Considere el sistema masa-resorte (oscilador arménico simple) y demuestre
que los promedios temporales de la energia cinética (T') y la energia potencial
(U) en una oscilacién son iguales:

< f>=

1 1
<T>=<U>= ZmwSA2 = 5B
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En este caso el intervalo de integracién esta dado por [0, T = i—’g] (esta T

significa periodo).

Calcular también el promedio espacial de la energia cinética y la energia
potencial en un ciclo. ;Son iguales estos promedios?

3.1.5. Trayectoria del oscilador armonico simple en el espacio de fase

El espacio de fase de un sistema es una construccion matemaética que per-
mite representar el conjunto de las posiciones y las velocidades de una particu-
la. Para obtener la trayectoria de la particula en este espacio se debe expresar
la posicion en funcién de la velocidad, eliminando el parametro tiempo. Utili-
zando la Ecuacién (3.10):

22 = A% cos?(wot — @) — % = cos?(wot — @),
i? = wiA?sen®(wot — ) — L sen?(wot — ¢)
= wj 0 w(Q)AQ = 0 .

Sumando las dos ecuaciones anteriores se obtiene
2 .2

s X 2 2

ﬁ—"@ = COS (UJOt-(l))—FSQH (Wot—¢) = ].7

por lo tanto,
2 .2
x i
el + W =1, (3.14)
de donde se concluye que la trayectoria en el espacio de fase (& vs ) del
oscilador libre es una elipse. En la Figura 3.6 se muestra esta trayectoria,
obtenida con el comando ParametricPlot del paquete Mathematica a través

de las siguientes instrucciones:
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Codigo en Mathematica para la Figura 3.6

Definiciones:
In[4]:= A = 3;
k = 4;
In[5]:= WO0= k/m; (*frecuencia propia al cuadradox*)
In[6]:= x[t_ 1:= A Cos[VWO t]

Cédigo Figura 3.6:

In[7]:= ParametricPlot [{x[t]1/A%, x’[t]/(A%%W0)},{t, O, =},
Frame—True, FrameStyle—Black, FrameLabel—{"x(t)", "v(t)"}]

015 F ]
0.10 F E
0.05 ]

0.00

v(cm/s)

-0.05F ]
-0.10 f E
-0.15 ]

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

x(cm)

Figura 3.6: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador libre.

Ejercicios

3.4 Obtener la constante eldstica de un resorte aplicando la ley de Hoo-
ke utilizando la aplicacién Masas y Resortes o Ley de Hooke del simulador
PhET; disponibles en https://phet.colorado.edu/es/. Suspenda de un re-
sorte diferentes masas y mida el estiramiento del resorte para cada masa.

Luego grafique estos datos (puede ser en Excel, GoeGebra o Mathematica);
esta funcion debe ser una linea recta cuya pendiente serd igual al valor de la
constante elastica del resorte.
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3.5 Verificar que el periodo de un péndulo simple es independiente de la
masa y que varia al modificar la longitud de la cuerda utilizando la aplicaciéon
Lab de péndulo en el simulador PhET.

3.6 Hacer un analisis del péndulo simple por medio del analizador de vi-
deos Tracker (disponible en https://physlets.org/tracker/).

3.7 Obtener el valor de la gravedad por medio de un péndulo simple. Hallar
el periodo de un péndulo simple variando la longitud de la cuerda. Con estos
datos hacer la gréafica T? Vs [ y determinar la gravedad a partir de la pendiente
de esta recta.

3.2. Osciladores libres en dos dimensiones

Consideremos una particula atada a dos resortes que tienen la misma cons-
tante eldstica y estan ubicados perpendicularmente. La fuerza, de tipo central,
que actia sobre la particula es F = —kfi* = —k(z i +vy j ). La evolucién
temporal de estos dos osciladores esta dada por:

x = Acos(wot — ¢), (3.15)
= Bcos(wpt — ). (3.16)

vvvvv
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A continuacién se obtendra la trayectoria de la particula eliminando el tiempo
de las expresiones anteriores:

y = Bcos(wot — a + ¢ — ¢),
= Bcos[(wot — ¢) + (¢ — o)),
= B cos[(wot — ¢) + 9] (donde § = ¢ — a = diferencia de fase),
= Blcos(wot — ¢) cos d — sen(wot — ¢) sen 4],

= Blcos(wot — ¢) cosd — \/1 — cos?(wot — ¢) sen d].

Como z = Acos(wot — ¢), entonces % = cos(wot — ¢). Sustituyendo esta

x [ 2?
y= B[Zcosé— 1-— ﬁsené],

Ay = Bxcosd — BV A? — x?sen §,
Ay — Bxcosd = —BVA? — 22sen 0,
A%? + B%2? cos? § — 2ABxy cos § = B%(A? — x?) sen? 4,
A?%y? + B?2?(cos® 0 4 sen? §) — 2ABxycos § = B> A% sen? .

expresion en la anterior se obtiene:

Asi, la trayectoria de la particula estd determinada por la ecuacién
B%z% — 2ABxy cos§ + A%y? = B2A%sen? . (3.17)

En general, la ecuacién anterior corresponde a una ecuaciéon cuadratica o, mas
estrictamente, una forma cuadrdtica. A continuacién se considerardn algunos
casos especiales:

s §=0°(0360°): B222—2ABay+ A% =0 — (Bz—Ay)’ =0 —y=
%x. Es decir, la particula recorre una trayectoria lineal con pendiente
positiva.

» § =180° B222+24Bzy+A%? =0 — (Ba+Ay)??=0 — y=-Zz.
En este caso la particula se mueve sobre una recta de pendiente negativa.

= 5 = 90°: B%z? + A%? = B%2A? - ﬁ—i + %22 = 1. La particula
recorre una elipse en el sentido de las manecillas del reloj. Si A = B,
la trayectoria es circular. Para 6 = 270° la particula describe la misma
figura recorriéndola en el sentido contrario al de las manecillas del reloj.
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= § = 150°: B2%2? + 2ABxy§ + A%y? = B2A%(3)? — 4B%? +
4/3ABxy + 4A%y? = B2A%. La trayectoria corresponde a la de una
elipse que no tiene sus semiejes paralelos a los ejes © — y recorrida en el

sentido de las manecillas del reloj. Sus nuevos ejes normales 2’ — 3’ estéan

rotados un angulo 6, con respecto a los ejes x — y.

= 0= 300° B2 — 24Bay (3) + A%? = B2AX (-2 - 4B%? -
4ABxy + 4A%y? = 3B?A2. En este caso la particula recorre, en sentido
contrario al de las manecillas del reloj, una elipse que esta rotada un
angulo 6 con respecto a los ejes z — y.

La Ecuacién (3.17) se puede graficar con el programa Mathematica a
través de la siguiente rutina: (1) Se despeja a y en funcién de & por medio del
comando Solve; (2) Se obtienen dos expresiones para y en funcién de z; (3)
Por medio del comando Plot se grafican estas dos expresiones para y = y(z) vy,
seguidamente, se utiliza el comando Manipulate. De esta manera, podemos ver
la trayectoria para cualquier valor de d. A continuacién se muestra esta rutina
y la trayectoria para dos osciladores libres perpendiculares con una diferencia
de fase § = 5,81823 radianes (=~ 333,36°) y amplitudes A =5 cm, B = 2 cm
(ver Figura 3.7).

Cédigo en Mathematica para la Figura 3.7

In[1]:=

Out[1]=

In[2]:=

Solve[B"2 x"2 - 2 A B x y Cos[0]+A"2 y~2 ==
B~2 A2 (8in[d])"2,y]

_ABx Cos[6]+\/A* B? Sin[6]%-A? B? x* Sin[)]?
A2

L ABx Cos[61-\/A* B2 Sin[6]-A% B? x2 Sin[4]>
A2

Hy
{y

}
1

A B x Cos[6]+\/A* B2 Sin[61°-A% B? ¥* Sin[4]’
A2
A B x Cos[0]1-\/A* B2 Sin[§]1°-A? B? x* Sin[/]’
}: {X,'S,S},
A2
Frame—True, FrameStyle—Black, FrameLabel — {"x(cm) D,
"y(cm)"}1,{6,0, 2Pi},{A,-5,5},{B,-4,4}]

Manipulate [Plot [{

H

vvvvv
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5 D:
581823 \|—|>|+||Q|V|
A O

s | EDTHIREIE]

M

B W
[2 | EDTFEIEREIE]

y(cm)
o

2t

Figura 3.7: Trayectoria de dos osciladores armoénicos perpendiculares con
una diferencia de fase § ~ 333,36°.

Nota. Cuando las frecuencias propias de los dos movimientos son diferen-
tes, (wo)z # (wo)y, las trayectorias se denominan Curvas de Lissajous.

La Ecuacién (3.17) se puede escribir en forma matricial de la siguiente

manera:
B2 —ABcosé T
( Ty ) —ABcosd A? = B’ A% sen’s.
Definiendo el vector columna 7y la matriz Qax2 por

N Q= B2 —AB cosd

"y Y ~ \ —ABcosd A2 ’
se obtiene

FTQF = B?A%sen? 4. (3.18)
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Considerando la matriz de rotacién O, tal que OOT = OTO = I, el lado
izquierdo de la ecuacién anterior se puede escribir como:
7T Qr = 7T (0T0)Q(OTO)F,
= (10")(0QO™)(0F),
= (0om)T(0QO™)(07),
— (F/)Todg,';»/

donde Og, es una matriz diagonal dada por la transformacién de similaridad
ortogonal Oqe = OQOT y 7' = Of es el vector rotado de componentes 2’ y 3/,

o '\ [ cosf senf x
A\ vy )\ —senf cosf y |-
De esta manera

I _,, A0 !
rTQr = ()T Oggi” = ( oy ) ( 01 o ) ( z, ) = M (@)’ + Xa(y)*

Se aprecia que ya no aparece un término de acople z'y’. Por lo tanto, la
Ecuacién (3.17) en el sistema rotado un dngulo 6 es

M (@) 4 Ao (y)? = B2A? sen? 6. (3.19)

FEjercicio

3.8 Encontrar los autovalores y los autovectores de la matriz @ (Sugeren-
cia: utilizar el paquete Mathematica). ;| Es posible encontrar una relacién entre
el dngulo de rotacién 0 y la diferencia de fase §7

vvvvv
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3.3. Oscilaciones amortiguadas

Un caso mas real de las oscilaciones se da cuando se incluye una fuerza de
amortiguamiento adicional a la fuerza restauradora —kz. Una aproximacion
buena es asumir que esta fuerza es proporcional a la velocidad: —bi. Las

unidades de b son N = %, donde m, kg y s denotan metros, kilogramos

s
y segundos, respectivamente. La ecuacion de movimiento para el oscilador
amortiguado esta dada por

mi = —kx — bx

O~

b
i+ —0+ —x=0,
m m

donde m representa la masa de la particula (el lector no debe confundirla con
la m utilizada para simbolizar metros: en general, las variables se denotan con
letras en cursiva «<m» y las unidades en letras redondas «m»). De la tdltima
ecuacién se obtiene:

i+ 20 +wiz =0, (3.20)

donde w3 = % es la frecuencia propia y § = % es el pardmetro de amorti-
guamiento del sistema con unidades de s~'. Esta ecuacién diferencial es de
segundo orden, lineal, homogénea con coeficientes constantes. El procedimien-
to para hallar la solucién es similar al desarrollado anteriormente para obtener

la solucién de la ecuacién & + wiz = 0.

Se propone como solucién & = eM. Luego se deriva esta expresién una y
dos veces respecto al tiempo: & = Ae* y i = A\2eM. Ahora se sustituyen estas
expresiones en la ecuacién diferencial:

NN + 280N +wiet = 0,
(A2 +28M+wdeM = 0,
N 4280 4+wd = 0.
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Al resolver la ecuacién cuadratica en A se obtiene A = —8 £ /2 — wi.
Asi, se tienen dos soluciones:

Ty = At e(—ﬁi,/;ﬂ—wg)t _ e—Btei\/ﬁz—wgt-
La solucién general a la ecuacién diferencial estd dada por la combinacion
lineal de x4:
— 2,2 _ 2_,,2
x=e PO eVt L Oy eV T, (3.21)
donde C} 2 son constantes de integracién. Para determinar el tipo de movimien-
to se requiere analizar la cantidad subradical, es decir, comparar la frecuencia

propia del sistema correspondiente a la oscilacién libre con el pardmetro de
amortiguamiento relacionado con la fuerza de amortiguamiento; se presentan

tres casos:

= w2 > 2. A este movimiento se le llama subamortiguado.
» w3 = 2. En este caso el movimiento se llama amortiguamiento critico.

] w% < (2. Este movimiento se denomina sobreamortiguado.

3.3.1. Movimiento subamortiguado

En este caso w% > 32, por lo que la cantidad subradical en la Ecuacién
(3.21) es negativa. Por lo tanto, se obtiene una cantidad imaginaria:

52_"‘}(2) = _(w%_ﬂg)a

donde w? = w? — B2. De esta manera, la Ecuacién (3.21) se puede reescribir

de la siguiente forma:

T = 67&(01 €+iw1t + Y efiw1t).
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La cantidad dentro del paréntesis en esta ecuacién es idéntica a la del lado
derecho de la Ecuacién (3.8). Por lo tanto, al hacer el mismo desarrollo
matematico que condujo a la ecuacién (3.10) se obtiene O et™1t4-Cy e~#1t =
Acos(wit — B). Asi, la ecuacién anterior se transforma en

x = Ae P cos(wit — o). (3.22)

Esta ecuacién describe el movimiento subamortiguado. Puede observarse que,
aunque permanece el término oscilatorio, la amplitud del movimiento de la
particula disminuye en el tiempo, debido al término envolvente Ae =Pt

La velocidad de la particula estd dada por

i = A[-Be Pl cos(wit — ¢) — wie Psen(wit — @)], (3.23)
—Ae P B cos(wit — ¢) + wy sen(wit — )];

y la aceleracién se obtiene derivando respecto al tiempo a la velocidad.

En la Figura 3.8 se muestran la posicion, la velocidad y la aceleraciéon
en funcién del tiempo para el oscilador subamortiguado, con las condiciones
iniciales z(0) = 0,1 m y ©(0) = —0,1 m/s, y los valores numéricos ¢ = 0,
k=4kg/s>, m=1kg, A=0,1m, 3 =1s"1ywt=4s"2 Esimportante
tener en cuenta que se debe cumplir la condicién w2 > 2. En la grafica se

observa que en este caso, la particula alcanza a oscilar.
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0.2} R
0.1 -\ R
0.0 =

— x(®

-0.1F v(t) 7
a(t)

-0.2 R

0 1 2 3 4 5

t(s)

Figura 3.8: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracién
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador subamortiguado.

Pregunta. ;Es la energia total (E) del oscilador subamortiguado constan-
te?
Respuesta. Recordemos que para el oscilador masa-resorte, la energia

total es constante. En el caso de la oscilacién subamortiguada se tiene E =
T+ U = imi? + Ska?®. Reemplazando a x(t) y #(t) se obtiene:

E(t) = ImA% !B cos(wit — ¢) + wi sen(wit — ¢)]2 + $kA%e 20 cos® (w1t — ¢),
A;e_wt [m3? cos?(wit — ¢) + mw? sen?(wit — @) + 2mBuwy cos(wit — ¢) ¥

sen(wit — @) + kcos®(wit — ¢)],

= %26_26t[(mﬁ2 + k) cos?(wit — ¢) + mw? sen®(wit — ¢) +
2mpPwi cos(wit — @) sen(wit — @)]. (3.24)

De acuerdo a la expresion anterior se concluye que la energia total para el
oscilador subamortiguado no es constante.

La Figura 3.9 muestra las energias cinética, potencial y total en fun-
cién del tiempo para el oscilador subamortiguado. Se observa que las energias
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cinética y potencial presentan un minimo y que a partir de cierto tiempo tien-
den a cero. Por otra parte, la Figura 3.10 muestra la variacién temporal de
la energia total en funcién del tiempo, la cual presenta un minimo y tiende a
cero después de cierto tiempo. Los valores numéricos que se consideraron para
obtener estas graficas son los mismos utilizados en la Figura 3.8.

0.004 T T T T T
\
0.003 \
— T
0.002 \ u
E. Total
0.001
-
oooof, NS :
0 1 2 3 4 5

t(s)

Figura 3.9: Energias cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador subamortiguado.

0.000

-0.005 1

-0.010 | b

-0.015 | ]

dE/dt (J/s)

-0.020 [ b

-0.025 | ]

-0.030 [ b

t(s)

Figura 3.10: Variacién temporal de la energia total en funcién del tiempo
para el oscilador subamortiguado.
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Finalmente, la Figura 3.11 muestra la trayectoria en el espacio de fase de

la particula en movimiento subamortiguado, la cual corresponde a una espiral.

)

0.00 |-

-0.05

v(cm/s)

-0.10

-0.02-0.010.00 0.01 0.02

x(cm)
Figura 3.11: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador subamorti-

guado.

Nota. Las Figuras 3.8, 3.9, 3.10 y 3.11 se crearon con Mathematica
siguiendo la rutina presentada en la Pagina 134 con x[t_| := Ae Pt coswit,

donde wy = y/wd — B2

3.3.2. Movimiento con amortiguamiento critico

El movimiento con amortiguamiento critico se da cuando w3 = 2. En este
caso las dos raices de la cuadratica en A son iguales: A\ = Ao = —f.
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La Ecuacién (3.21) se transforma en 2 = Ae P (Cy + Co) = Ce™ P,
donde C = A(C; + C3) es otra constante. Se puede verificar por sustitucién
directa que z = Ce P! es solucién a la Ecuacién diferencial (3.20).

Otra solucién a la ecuacién diferencial & + 287 + wiz = 0 es x = te P,
la cual es linealmente independiente de e~ . A continuacién se verificard, por
sustitucion directa, que esta expresion también es solucion:

te Pt

x )

e Pt — Bte P,
= —Be Pt — ple Pt — pte P = —2B8e7 P + F2te Pl (3.25)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién diferencial se obtiene

[—28 + 8%t + 2B(1 — Bt) + wit] e,
= (%t — 2B%t + wit) e,
(_ﬂZt + wgt) eiﬂta
0

i+ 2B + wix

)

donde hemos usado en la tiltima linea el hecho de que w3 = 2. De esta manera,
la solucién general a la Ecuacién de movimiento (3.20) es la combinacién
lineal de e~ Pt y te Pt

& =Dy e P 4+ Dote Pt = (D) + Dot) e Pt (3.26)

Cuando el sistema se encuentra en el estado de amortiguamiento critico,
la amplitud se acerca a cero mas rapidamente que los estados sub y sobre-
amortiguado. La Figura 3.12 presenta la evolucién temporal de la posicién,
la velocidad y la aceleracion para el caso en el cual el cuerpo experimenta
amortiguamiento critico, tomando como condiciones iniciales £(0) = —0,5 m
y #(0) = 2 m/s, y asignando los siguientes valores numéricos: k = 4 kg/s?,
m =1 kg, wg =452 =251 D =-0,5my Dy =1m. Es importante
tener en cuenta que en este caso w(z] = [32. Se observa que la particula no al-
canza a completar una oscilacién, para este caso.
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0.15p

0.10 1

0.05f ’\ 1

~0.05F — X ]

-0.10F v
a(t)

~0.15E1 s s s s .
0 1 2 3 4 5

Figura 3.12: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracién
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador con amortiguamiento
critico.

Por otra parte, las Figuras 3.13 y 3.14 muestran la evolucién temporal
de las energias cinética, potencial y total, y la variacién de la energia total
como funcién del tiempo, respectivamente. Los valores numéricos utilizados
son los mismos que se consideraron en la Figura 3.12. Se observa que estos
observables se hacen cero a partir de t ~ 2,4 s.

0.020f 1
0.015f 1
— T
o.010f u ]
E. Total
0.005f ]
OAOOO —l 1 1 ) 1 1 l-
0 1 2 3 4 5

t(s)

Figura 3.13: Energias cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador con amortiguamiento
critico.
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0.000 [ ]
~0.005 | ]
~0010 ]

-0.015 | E

dE/dt (J/s)

-0.020 | ]

-0.025 | 1

t(s)

Figura 3.14: Variaciéon de la energia total en funcién del tiempo para el
oscilador con amortiguamiento critico.

Finalmente, la Figura 3.15 muestra la trayectoria en el espacio de fase de
la particula en situaciéon de amortiguamiento critico.

015 B

v(cm/s)

0.05 - B

0.00

-0.05 - B

-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

x(cm)

Figura 3.15: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador con amor-
tiguamiento critico.
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3.3.3. Movimiento sobreamortiguado

El movimiento sobreamortiguado se da cuando w% < (2. En este caso, la
evolucién temporal de la posicién, dada por la Ecuacién (3.21), se transforma
en:

z=e POy et2 b4 Oy e7w2 ), (3.27)

donde wy = /% —w? (no tiene el cardcter de frecuencia angular porque el

movimiento no es periédico).

La Figura 3.16 muestra la posicién, la velocidad y la aceleracién en fun-
cién del tiempo para el caso sobreamortiguado, considerando como condiciones
iniciales (0) = 0 m, ©(0) ~ 10,4 m/s y tomando los siguientes valores numéri-
cos C; =3m,Cy=-3m, k=4kg/s’ m=1kg, wd=1s52ypB=2s"
Asi, se cumple la condiciéon 52 > w%. En la grafica se observa que tampoco se
alcanza una oscilacion en este caso.

Figura 3.16: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracién
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador sobreamortiguado.

Las Figuras 3.17 y 3.18 presentan la evolucién temporal de las energias
cinética, potencial y total, y de la variacién de energia total, respectivamente.
Se observa que la energia cinética de la particula rapidamente se hace cero y
que dFE/dt presenta un méaximo.
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Por otra parte, la Figura 3.19 muestra la trayectoria de la particula en el
espacio de fase para el caso sobreamortiguado. Los valores numéricos utilizados
en estas figuras son los mismos que se asignaron en la Figura 3.16.

20t
15
—T
1of u
—— E.Total
5_
O-I 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

t(s)

Figura 3.17: Energias cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador sobreamortiguado.

il |

dE/dt (J/s)

t(s)

Figura 3.18: Variacién de la energia total en funciéon del tiempo para el
oscilador sobreamortiguado.
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v(cm/s)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x(cm)

Figura 3.19: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador sobreamor-
tiguado.

3.4. Oscilaciones forzadas

Considere un oscilador amortiguado al que se le aplica una fuerza ezterna
periddica F' = Fj coswt, con w la frecuencia angular. La fuerza total que actia
sobre la particula en la direccién de movimiento sera

Fiotar = —kx — bi + Fy coswt.
Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento se escribe como
mI + bx + kx = Fj cos wt.

Al dividir ambos lados de la ecuacién por m, se obtiene

i+ 2B + wir = Acoswt, (3.28)
_ F _ b 2 _ k
donde A= 70, 8= 5" ywj=.

Esta ecuacion diferencial no es homogénea; su solucién estéa conformada
por la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea respectiva (zpom ),
mas una solucién particular (xpar). Asi, la soluciéon general a la ecuacion del
oscilador forzado se puede expresar como

T = Thom + Tpar,

donde zyom corresponde a la solucion a la ecuaciéon diferencial & —|—2Bm'+w(2)x =
0, dada por la Ecuacién (3.21).
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Se propone como solucién particular la expresién
Zpar = D cos(wt — 0), (3.29)

donde § representa la diferencia de fase entre la fuerza externa periddica y el
movimiento resultante. A partir de esta expresion se obtiene # = — Dw sen(wt—
8) y & = —Dw? cos(wt — J). Si se sustituye x, # y & en la Ecuacién (3.28),
obtenemos

—Dw? cos(wt — §) — 2BDwsen(wt — §) + wi D cos(wt — &) = Acoswt,

D(wg — w?)(coswt cos & + senwt sen §) — 2D Bw(sen wt cos § — coswtsen §) = A cos wt,
0

{D(wd — w?) cosd + 2DPwsen § — A} coswt
+{D(w? — w?)send — 2DPwcos}senwt = 0.  (3.30)

Ya que las funciones coswt y senwt son linealmente independientes, los co-
eficientes de estas funciones en la ecuacién anterior deben ser idénticamente
iguales a cero. Asi, del coeficiente de sen wt en la Expresién (3.30) se obtiene

D(wg —w?)send — 2DBwcosd = 0,

(wi —w)send = 2Bwcosd.
Por lo tanto,
2
tand = %,
Wi —w
2
0 = arctan (%) . (3.31)
wi —w

A partir de esta relacién se pueden asociar estas cantidades con un tridngu-
lo rectdngulo donde los catetos opuesto y adyacente al dngulo § estan da-
dos por 28w y wg — w?, respectivamente. La hipotenusa de este triangulo es
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\/4520.12 + (w3 — w?)2. Asi, se tiene:

26w
send = )
\/462w2 + (Wi — w?)?
2,2
cosd = i (3.32)

\/46%12 + (wd - w2)2.

La Figura 3.20 muestra la grafica del 4&ngulo § en funcién de la frecuencia
w,con B=1s"1ywd=6s72

0.5

~0.5}F

0 2 4 6 8

w(s‘1 )

Figura 3.20: Grafica de la diferencia de fase J en funcién de la frecuencia
w.

Por otra parte, igualando a cero el coeficiente de coswt en la Expresion
3.30, se obtiene:

D(wg — w?)cosd +2DPwsens — A = 0
D{(w? —w?)cosd + 2Bwsend} = A.

149

vvvvv



Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

Por lo tanto,

D - A

(W —w?)cosd + 2Bwsend’

- A

N (WB—w?)? 40282 ’

V(Wi —w?)2+40,2p2 V(Wi —w?)2+4w2p2
_ A
- (wi—w?)?2+4w2p2
(wi—w?)?+4w? B2

D = A (3.33)

)
\/(w(z] — w?)? + 4w?3?
donde en el segundo paso se utilizaron los valores de send y cosd dados por

las Expresiones (3.32).

Sustituyendo la expresién para D dada por la expresiéon anterior en la
Ecuacién (3.29), se obtiene la solucién particular para el oscilador forzado.

A
Tpar =
\/(wg —w?)2 +4w?p?

donde § estd dada por la Ecuacién (3.31).

cos(wt — 9), (3.34)

Si bien la solucién del oscilador forzado es £ = Zhom + Tpar, la parte co-
rrespondiente a Thom representa efectos transitorios que desaparecen a medida
que transcurre el tiempo por el efecto del amortiguamiento e~#*. Por lo tanto,
a partir de t > % la solucién que representa el estado del movimiento es zpar,
de tal forma que

1
z(t > =) = Tpar-
( /8) p

Fenomeno de resonancia.

Cuando la amplitud D alcanza su valor mdzimo, se dice que el sistema
ha entrado en resonancia. Este fenémeno tiene muchas aplicaciones en va-
rios campos de la fisica como la acustica, la musica, el electromagnetismo, la
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electrénica, entre otros. Para obtener el valor de w en el cual se hace maxima la
amplitud, se deriva la expresién para D(w) y se iguala a cero; posteriormente,
se verifica que sea un maximo usando el criterio de la segunda derivada:

o = A (5) 1=+ 425} 2R ) (~20) 4805} = 0, (3.35)

de donde

{—dw(wi — w?) +8wp?} =0,
dw{—(wj —w®) +26°} =0,
—wg +w?+28%=0.

Asi, se encuentra que la amplitud se hace maxima en

w=/wd — 262 = wg. (3.36)

En la Figura 3.21 se muestra la grafica de la amplitud de la solucién
particular del oscilador forzado, dada por la Ecuacién (3.33), con A = 0,2
ms 2 wi=6s52yB=1s"1 En este caso, la amplitud D es maxima en la

frecuencia de resonancia wr = /w3 — 2% = /6 — 2(1) = 2.

Es importante tener en cuenta las frecuencias que se han obtenido en este
capitulo, asociadas a fenémenos importantes, para establecer una comparaciéon
entre ellas. Se hallaron las frecuencias para el sistema libre masa-resorte (wyp),
para oscilaciones subamortiguadas (w1) y para el fenémeno de la resonancia

(wr):

k
2
UJO:*,
m
2 2 2
wlsz_B,
wh = wi —258%

Observe que wg > w1 > wWR.

Nota. Por medio de un programa computacional como, por ejemplo, Mathe-
matica, es posible analizar con pocos comandos las oscilaciones consideradas
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0.03 1

0.02 1

0.00 .
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ou(s'1 )

Figura 3.21: Gréfica de la amplitud D en funcién de la frecuencia w. La
amplitud es maxima en w = wr = 2.

en este capitulo sin necesidad de un conocimiento sélido sobre ecuaciones dife-
renciales y sin procedimientos matematicos engorrosos o dificiles. Con solo tres
comandos: DSolve (para resolver una ecuacién diferencial), Plot y Manipulate
se grafican, rapidamente, observables como posicién, velocidad, aceleracion,
energias cinética, potencial y total, la variacién temporal de la energia total y
la trayectoria en el espacio de fase. La instruccion Manipulate permite analizar
el efecto sobre estos observables de algunos parametros como las condiciones
iniciales, la constante eldstica del resorte, la masa del cuerpo, la frecuencia
propia y el factor de amortiguamiento.

Como ilustracién de lo anteriormente descrito, se presenta a continuacion,
la rutina utilizada en Mathematica para obtener diversos observables en el
oscilador forzado, sin desarrollos matematicos tediosos y de gran complejidad
en algunos casos, con un conocimiento minimo de ecuaciones diferenciales.
Por medio de esta rutina se obtienen, para el oscilador forzado, la posicién,
la velocidad y la aceleracién en funcién del tiempo (ver Figura 3.22); las
energias cinética, potencial y total en funcién del tiempo (ver Figura 3.23),
la disipacién de energia total con respecto al tiempo (ver Figura 3.24) y la
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trayectoria en el espacio de fase (ver Figura 3.25). Esta ultima gréfica, por
ejemplo, es muy dificil de obtener manualmente. Se deja como actividad al
lector, analizar detalladamente estas gréficas.

1.0 —— Posicion 1
Velocidad
05 —— Aceleracion

i PR o Yo
A VAP gV AVIvA

-0.5

0 10 30 40 50

t(s)

Figura 3.22: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracién
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador forzado.

0.8

—— E. Cinética

0.6
E. Potencial

—— E. Total

0.4

0.2

0.0

Figura 3.23: Energfas cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador forzado.
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Figura 3.24: Variacién de la energia total en funcién del tiempo para el
oscilador forzado.
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Figura 3.25: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador forzado.
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Cédigo en Mathematica para el oscilador forzado

Ecuacion diferencial:

inf1:= ecamforz=x’’[t]+(b/M) x’ [t]+(k/M) x[t]-(FO/M) Cosl[w tl;

Solucién de la ecuacién diferencial:

in(2):= forz=DSolve[{ecamforz==0,x[0]==1,x’ [0]==0},x,t];

Definiciones:

In[3l:= ECpos[t_,b_,k_,w_,M ,FO_l=x[t]l/.forz;
ECvell[t_,b_,k_,w_,M ,F0_]=x’[t]/.forz;

nf4l:= ECcineticalt_,F0_,k_,M ,w_,b_1=(1/2)*Mx

(ECvellt,b,k,w,M,F0])"2;
ECpotencial[t_,FO_,k_,M_,w_,b_1=(1/2)*k*

(ECpos[t,b,k,w,M,F0])"2;
ECtotall[t_,FO_,k ,M ,w_,b_l=ECcineticalt,F0,k,M,w,bl+

ECpotencial [t,F0,k,M,w,b];
Cédigo Figura 3.22:

Infs]:= Manipulate[Plot [{ECpos[t,b,k,w,M,F0],ECvellt,b,k,w,M,F0],
ECacell[t,b,k,w,M,F0]}, {t,1,50},Frame—True,FrameStyle—
Black, FrameLabel — {"t(s)", ""},PlotLegends—Placed[{
"Posicion","Velocidad", "Aceleracion"}, {0.8, 0.8}1],
{{b,0.4,"Amortiguamiento (b)"},0,12},{{k,0.5,"Constante(k)"},
0,12},{{w,1,"Constante(w)"},1,12},{{M,4.66,"Masa(m)"},1,12},
{{F0,1,Constante F,},1,12}]

Cédigo Figura 3.23:

inf6}:= Manipulate[Plot [{ECcineticalt,F0,k,M,w,b] ,ECpotenciallt,
F0,k,M,w,b] ,ECtotal[t,F0,k,M,w,bl},{t,1,10},Frame—True,
FrameStyle—Black, FrameLabel — {"t(s)", ""},
PlotLegends—Placed [{"E. Cinetica","E. Potencial", "E.Total"},
{0.8, 0.7}11,{{b,0.4, "Amortiguamiento (b)"},0,12},{{k,0.5,
"Constante (k)"},0,12},{{w,1,"Constante (w)"},1,12},{{M,4.66
"Masa (m)"},1,12},{{F0,1,Constante Fo},1,12}]

Cédigo Figura 3.24:
in[7}:= Manipulate[Plot [ECdtotal[t,FO0,k,M,w,b],{t,0,10}, Frame—True
FrameStyle—Black, FrameLabel —{"t(s)", —t} , Filling—Axis] )

{{b,0.4,"Amortiguamiento (b)"},0,12},{{k,0.5,"Constante (k)"}
,0,12}, {{w,1,"Constante (w)"},1,12}, {{M,4.66,"Masa (m)"},
1,12}, {{F0,1,Constante Fo},1,12}]

Cédigo Figura 3.25:

ingl:= Manipulate [ParametricPlot [Evaluate[{x[t],x’[t]}/.forz[t,b,w,
M,k,F0]], {t,0,20},Frame—True,FrameStyle—Black, FrameLabel
= {"x&)","v(t)"}],{{b,0.4,"Amortiguamiento (b)"},0,12},
{{k,0.5,"Constante (k)"},0,12}, {{w,1,"Constante (w)"},1,12}
{{M,4.66,"Masa (m)"},1,12},{{F0,1,"Constante F,"},1,12}]
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3.5. Osciladores armonicos acoplados

En la naturaleza hay sistemas fisicos mecanicos que se pueden modelar
por un conjunto de osciladores libres que estan interconectados entre si, de
forma que el movimiento de cada oscilador se ve afectado por estos acoples.
Esto se refleja en el hecho de que las ecuaciones de movimiento se encuentran
acopladas. Un ejemplo es la molécula de diéxido de carbono (COz) la cual se
puede modelar a través de dos resortes entre los tres atomos.

El sistema como un todo tendra varias frecuencias de oscilacién o modos
normales. Una manera de encontrar estas frecuencias es asumiendo que las
coordenadas que describen el sistema presentan un comportamiento oscilato-
rio en el tiempo: z3, = Ape™!. Otra forma es proponiendo una transformacion
de coordenadas que permita desacoplar las ecuaciones de movimiento.

Ejemplo 3.2 I

Dos osciladores arménicos acoplados.

Consideremos el movimiento unidimensional de dos particulas de masas m;
y mg, conectadas (o acopladas) entre ellas por un resorte de constante elastica
k12 y conectadas, cada una de ellas, a resortes de constantes elasticas k1 y ks,
respectivamente (ver Figura 3.26). Plantear las ecuaciones de movimiento a
partir de la segunda ley de Newton y encontrar las frecuencias de oscilacién
del sistema.

kl k12 k2

Figura 3.26: Dos osciladores armoénicos acoplados.
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Solucioén.
En primer lugar se encontraran las frecuencias del sistema asumiendo que

cada coordenada presenta un movimiento oscilatorio y, en segundo lugar, de-
finiendo una transformacién a coordenadas normales.

Procedimiento 1. Aplicando la segunda ley de Newton a cada particula

se obtiene:

mid = —kix1 — kia(x1 — x2),
miiy + (k1 + ki2)z1 — kigze = 0 (3.37)
y
mais = —kowa — k12(2 — 1),
maZa + (k2 + k12)xe — k1ow1 = 0. (3.38)
A continuacién se asume un comportamiento oscilatorio para las coordenadas
x1.2:
ry = A
Ty = Age™t (3.39)

Al sustituir estas expresiones en las Ecuaciones (3.37) y (3.38) se llega a:

—myw? Ay + (k1 + k12) Ay — k12ds = 0,
0.

—mQWQAQ + (k‘Q + klg)AQ — kiA1= (3.40)

Las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma matricial de la si-

guiente manera:
—miw?® + (k1 + k12) —k12 A\ _ (0
k12 —maow? + (k2 + k12) ) \ A2 0)"

Para obtener una solucién no trivial (A3 = 0 = Aj) se exige que el deter-
minante de la primera matriz sea igual a cero. A continuacién se presentan
los comandos requeridos en Mathematica para encontrar los valores de las

frecuencias.
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Cédigo en atica para el Ejemplo 3.3

W= A = {{-m1 w?® + (ki + k12), -k12}, {-k12, -m2 v’ + (k2 +k12)}}
in2i= Det[{{k1+k12-m1 w?,-k12},{-k12,k12+k2-m2 w*}}] // Simplify;
in3:= Solve [Det[A] ==0, w]// Simplify

inf4= Solve[Det[A] ==0, w] /. {ki—k, k2—k , mi —m, mn2—m}
//FullSimplify

Out[4]=

" e b

(k+k12) m-vk12? m? (k+k12) n-vk12? m®
{{w—- }oAw —

[ (k+k12) m+vk12? m? (k+k12) m+vk12? m®
{“_}_\ = Fow — 3 }}

m

Se observa que el sistema tiene cuatro soluciones, pero dos de ellas se des-
cartan por ser negativas. Asi que solo hay dos frecuencias de oscilacion.

A continuacién se estudiaran dos casos especiales:

Caso 1. Cuando k1 = ko = k y m1 = mg = m. Este resultado se muestra
en la iltima linea de las instrucciones presentadas arriba con el programa
Mathematica:

Solve[Det[A] == 0,w] / {k1 — k, k2 — k, m1 — m, ma — m}//FullSimplify

En este caso las frecuencias de oscilacién estan dadas por:

[k + 2k k
wy =yt R (3.41)
m m

Caso 2. Cuando k1 = ko = k, k12 = 3k y m1 = mo = m. En este caso, las
frecuencias de oscilacion son:

wy = V7 \/E y Wy = \/E (3.42)
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Procedimiento 2. Por medio de una transformacion ortogonal de coorde-
nadas que desacople las Ecuaciones de movimiento (3.5), de la siguiente
manera:

1
ry = 5(771"’_772)7
1
Ty = 5(772—771); (3.43)

0, en notacion matricial:

(2) :;<_11 i) (z;) o T-oj (3.44)

Obsérvese que esta transformacién es equivalente a:
m = I1— T2,
N2 = T1+ T2

y que la matriz de transformacién O es ortogonal (00T = Iyy3) y su deter-
minante es 1 (det(O) = 1).
Sustituyendo a x1 y x2 de las Ecuaciones (3.53), en las ecuaciones dife-
renciales dadas por (3.50), se obtiene:
ma (i +7j2) + (k1 + k12) (m + 12) — ka2 —m) = 0,
ma(ife — 1) + (k2 + k12)(n2 — m) — ki2(m +m2) = 0. (3.45)

A continuacion se consideraran los dos casos especiales estudiados previa-
mente:

Caso 1. Cuando k1 = ko = k y m; = mo = m. En este caso las Ecuacio-
nes (3.45) se transforman en:

m(in + 7o) + (k + k12)(m +m2) — k2(n2 —m) = 0,
m(iz — 1) + (k + k12)(m2 —m) — ki2(m +m2) = 0. (3.46)

vvvvv
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Sumando y restando estas ecuaciones se obtiene, respectivamente:

; k
n2 + <*) 2
m
.. k+k
m -+ ( 12)”1
m

lo que corresponde a dos movimientos armoénicos simples con frecuencias

k+ ko [k
w1 = y Wy = —.
m m

Observe que es el mismo resultado dado por el procedimiento anterior.

0,

0; (3.47)

Bajo ciertas condiciones iniciales especiales el sistema oscilard con la fre-
cuencia wj 0 con wy. Por ejemplo, cuando x1(0) = —x2(0) y £1(0) = —i2(0). En
este caso se tiene 11(0) = z1(0) — 22(0) = 221(0) y 12(0) = z1(0) + 22(0) = 0,
por lo que el sistema solo oscilard con la frecuencia w; asociada a n;. A esta
oscilacién se le llama modo antisimétrico.

Por otra parte, si 21(0) = x2(0) y £1(0) = £2(0) se tiene que 1;(0) = 0. El
sistema solo oscilara con la frecuencia wo asociada a la coordenada 72. A este

caso se le llama modo simétrico. En general, el modo antisimétrico se presenta
con la frecuencia mayor.

Caso 2. Cuando k1 = ky = k, k1o = 3k y m1 = mo = m. En esta situacién
las Ecuaciones (3.45) se transforman en:

m(in + 72) + 4k(m +n2) — 3k(ng —m) = 0,
m(ijy — 1) + 4k(ne —m) — 3k(m +n2) = 0. (3.48)

Sumando y restando estas dos ecuaciones se obtiene:

. k
2 + <7> 2 = 07
m

. 7k
m+ <*> m 0; (3.49)
m
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estas ecuaciones corresponden a dos movimientos armoénicos simples con fre-
cuencias

k k
w2 = )
m

w = V7

con lo que se obtiene el mismo resultado del procedimiento anterior.

— y
m

Ejemplo 3.3 I

Dos osciladores arménicos idénticos, con masa M y frecuencia natural wy,
se acoplan agregando al sistema una masa comin m a ambos osciladores. Las
ecuaciones de movimiento son:

. . 2
&1+ (m/M)is+wizr = 0,
0.

By + (m/M)iy + wizy = (3.50)

Resolver este par de ecuaciones diferenciales acopladas y obtener las fre-
cuencias de los modos normales del sistema.

Solucién.
El problema se resolvera por medio de dos procedimientos diferentes.

Procedimiento 1. Se asumird que x1 y xo tienen comportamiento osci-

latorio:

xrp = Alei“)t,
To = Age™'. (3.51)
Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones diferenciales se obtiene:
—Ajw?e™t — (m/M)Agw?e™! +wiA et = 0,
—Agw?e™ — (m/M)Ajw?e™! +wiAze™ = 0;
y factorizando a ™! se llega a:

(w2 —whH A — (m/M)w?Ay = 0,
(wg — WAy — (m/M)w?A; = 0.
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Estas ecuaciones las podemos escribir en forma matricial de la siguiente forma:

( wg — w? (m/M)w2> (A1> B (O)
—(m/M)w?  wE—w? Ay \0)”

Una solucién no trivial se obtiene exigiendo que el determinante de la primera
matriz sea cero:

(wi —w?)? = (m/M)*? = 0,
Wi —w? = £(m/M)u?,
wi = [14 (m/M)] >
Por lo tanto, hay dos frecuencias dadas por:

wo
Jiem

Procedimiento 2. Considerando una transformacion ortogonal de coor-
denadas que desacople las ecuaciones diferenciales dadas, de la siguiente forma:

w= (3.52)

1
Ty = 5(771+772),
1
Ty = 5(172—171). (3.53)

En forma matricial se tiene:

(2;) = % (_11 1) (2;) & X=0j (3.54)

Obsérvese que esta transformacion es equivalente a:

nm=r1— T2 y o M2 =11+ T
y que la matriz de transformacién O es ortogonal (007 = Iyy3) v su deter-

minante es 1 (det(O) = 1).

Sustituyendo a z1 y a z de las Ecuaciones (3.53) en las ecuaciones
diferenciales dadas por (3.50), se obtiene:

(i + 7i2) + (m/M) (il — i) + wi(m +m2) = 0,
(2 — 1) + (m/M)(# + i) + wi(n2 —m) = 0.
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Sumando estas ecuaciones se llega a:

i + (m/M)iip +wine = 0,

[1+ (m/M)]il2 +wine = 0,
w2
%+H?W%Wﬂm = 0 (3.55)

y restandolas se obtiene:

it — (m/M)ijy + wim = 0,
[1— (m/M)}ii+wim = 0,
UJ2
i T G AD] (n?b/M)]m = 0. (3.56)

Las Ecuaciones (3.55) y (3.56) corresponden al movimiento de dos
osciladores armonicos con frecuencias propias
wo wo

w= 0y = (3.57)
1+ -z

De esta manera, se llega al mismo resultado que se obtuvo a través del proce-
dimiento 1.

De acuerdo con la cantidad subradical en ws se concluye que la masa m
que hace el acople tiene que ser menor que la masa M de cada oscilador. De
lo contrario, se obtendria una frecuencia imaginaria. También se concluye que
cuando m < M, solo hay una frecuencia w = wi = wa, es decir, el acople es
tan débil que los dos osciladores ejecutan un movimiento arménico.

vvvvv
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FEjercicio

3.9 Molécula triatémica lineal simétrica. Considere dos atomos de
masa m cada uno, ubicados simétricamente a los lados de un 4tomo de ma-
sa M. Los tres dtomos estdn en linea recta, conectados por dos resortes de
constante eldstica k (ver Figura 3.27). Este modelo sirve para describir la
molécula de diéxido de carbono (COg).

Figura 3.27: Molécula triatomica lineal y simétrica.

Encontrar las frecuencias de oscilacion longitudinal en los siguientes casos:
(a) Cuando se defina la siguiente transformacién de coordenadas:

1
T3 = 5(771+772)7
1
T = 5(771*772)7
m
T2 = *Mm-

(b) Utilizando la transformacién de coordenadas
m = I2—i,
2 = T3 — T2

Asuma que el centro de masa se mantiene en reposo. En este caso, m(z; +
x3) + M(x2) = 0, es decir, zo = —(m/M)(z1 + x3).
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3.6.

1. Con el objetivo de profundizar en el aprendizaje sobre las oscilaciones estu-
diadas en este capitulo, a partir de la articulacién entre teoria y simulacion
mediante el uso de paquetes computacionales como Mathematica, PPla-
ne, Maple y GeoGebra, el analizador de videos Tracker y la calculadora

Actividades complementarias

cientifica, se recomienda estudiar los siguientes articulos:

Lopez-Marino MA, Hernandez-Olvera JA, Barroso LA, Trujillo Caballero
JC. Computo simbdlico y grafico: estudio del sistema masa-resorte. Rev
Bras Ens Fis. 2017; 39(2).

Escalante-Martinez JE. Anélisis del coeficiente de amortiguamiento viscoso
en un sistema masa-resorte-amortiguador utilizando PPLANE y GEOGE-
BRA. Rev Mex Fis E. 2016; 62: 66-72.

Ortigoza-Capetillo GM. Resolviendo ecuaciones diferenciales ordinarias
con Maple y Mathematica. Rev Mex Fis. 2007; 53(2).

Rios V, Montero G, Roman A, Garcia A. Simulacién experimental para la
ensenanza del movimiento oscilatorio, Lat. Am J Phys Educ. 2017; 11(1).

Cornejo-Serrano MC, Villalobos-Oliver EB, Molina-Reséndiz S, Arreo-
la-Galvan WG. Sistema masa resorte con movimiento libre amortiguado,
casos: sobreamortiguado, criticamente amortiguado y subamortiguado,
su modelacién y solucién, con el apoyo de GeoGebra. Pistas Educativas.
2016; 38(121).

Cardozo J, Castro LJP, Munoz JH. Estudio del sistema masa-resorte
utilizando Mathematica. Revista Noria Investigacion Educativa. 2021;
2(8): 114-28.
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2. Las oscilaciones estudiadas en este capitulo corresponden a oscilaciones [i-
neales. Sin embargo, otro tema de bastante interés en fisica es el de las
oscilaciones no lineales. En este caso, se consideran fuerzas que no son li-
neales, por ejemplo, f(x) = kz3, conduciendo a ecuaciones diferenciales no
lineales para la ecuacion de movimiento de la particula.

Un caso importante de oscilaciones no lineales es el péndulo plano. En este
sistema se consideran angulos grandes, de tal manera que no es valida la
aproximacion sen @ =~ 6. Este hecho hace que la ecuaciéon de movimiento
para el péndulo ya no sea lineal.

Otro tema relacionado con ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales es
el caos. Este topico es de bastante interés en un curso avanzado de mecani-
ca clasica.

Con el propésito de motivar al lector a tener un primer acercamiento a las
oscilaciones no lineales y al caos, se sugiere leer los siguientes articulos:

« Salinas-Hernandez E, Ares De Parga G, Dominguez-Hernandez S, Mu-
noz-Vega R. Approximate frequencies of the pendulum for large angles.
Rev Mex Fis E. 2017; 63: 6-11.

« Lima FMS. An accurate formula for the period of a simple pendulum
oscillating beyond the small angle regime. Am J Phys. 2006; 74(10).

« Cattani M, Caldas I, Souza SL, Iarosz KC. Deterministic Chaos Theory:
Basic concepts. Rev Bras Ens Fis. 2017; 39(1).

« Espindola-Heredia R, Valle G, Hernandez G. Numerical study of pendu-
lums: From the simple pendulum approximation to the damped physical
pendulum with variable mass, Lat. Am J Phys Educ. 2012; 6(2).

« Lemos NA. Quartic oscillator and Jacobi elliptic functions. Rev Bras
Ens Fis. 2017; 39(1).
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3. Un estudio general al péndulo amortiguado asumiendo que la fuerza de
friccion es proporcional a la velocidad (Fy ~ v™, con n > 2), se presenta
en el articulo:

« Quiroga GD, Ospina-Henao PA. Dynamics of damped oscillations: physi-
cal pendulum. Fur J Phys. 2017; 38.

4. El tema de las oscilaciones también se puede combinar con masas que
varian con el tiempo. En la siguiente referencia, se estudié el movimiento
oscilatorio de un cuerpo cuya masa no es constante:

« Rodrigues H, Panza N, Portes D. A model of oscillator with variable
mass. Rev Mex Fis. 2014; 60.






Capitulo

Formalismo lagrangiano

En este capitulo se presenta una introduccion al formalismo lagrangiano. Se
obtienen las ecuaciones de Lagrange a través del principio de D’Alembert (de
cardcter diferencial) y del principio de Hamilton (de cardcter variacional). Este
formalismo ofrece un escenario mas potente que el newtoniano para estudiar
mecanica clasica. Es de cardcter escalar a diferencia del newtoniano que es
vectorial.

4.1. Conceptos importantes

41.1. Ligaduras

Las ligaduras son restricciones que limitan el movimiento de la particula
o del sistema de particulas. En algunos casos es facil escribir la ecuacién ma-
temaética asociada a la ligadura. A continuacién se presentan algunos ejemplos
en los que aparecen ligaduras:

= Movimiento parabdlico. Consideremos el movimiento en tres dimen-
siones de un cuerpo que se lanza desde el piso formando un dngulo 6 con
la horizontal y una velocidad inicial #y. Asumiendo que la tinica fuerza
que actia sobre el cuerpo es el peso (es decir, el aire no ejerce friccién so-
bre el cuerpo), el movimiento del mismo se da en un plano (en dos dimen-
siones). Esto es una restriccién. En este caso, Ty = (vg cos 8)i+ (v sen 8)]
y el cuerpo describe una parabola.
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» Maquina de Atwood (Figura 4.1). Es un sistema formado por dos
masas restringidas a un movimiento vertical (una hacia arriba y la otra
hacia abajo) atadas a los extremos de una cuerda inextensible y de masa
despreciable, que pasa por una polea fija sin friccién. En este caso se tie-
nen varias ligaduras: el movimiento de cada masa se da en una dimensiéon
v las dos masas siempre estaran separadas por la longitud de la cuerda.
La méquina de Atwood es un caso especial de un sistema formado por
dos masas atadas por una cuerda como por ejemplo, cuando una de las
masas se mueve sobre un plano inclinado o sobre una mesa horizontal y
la otra se mueve verticalmente, o cuando cada masa esté sobre un plano
inclinado (ver Ejemplo 2.1 en el Capitulo 2).

Figura 4.1: Maquina de Atwood.

» Maquina de Atwood doble (Figura 4.2). Es una extensién de la
méaquina de Atwood. En este caso el sistema estd conformado por tres
masas restringidas a moverse verticalmente. Dos de ellas forman una
maquina de Atwood cuya polea estd colgando de otra polea fija de la
que esta suspendida la otra masa. Las cuerdas del sistema se conside-
ran inextensibles (es otra ligadura) y con masa despreciable. De igual
manera, se asume que las masas de las poleas son despreciables.
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Figura 4.2: Maquina de Atwood doble.

» Péndulo simple (Figura 3.1). El movimiento de la particula se da en
un plano (es una ligadura) y la particula siempre va a estar a la misma
distancia del punto de suspensién de la cuerda a la cual estd atada (es
otra ligadura). El &ngulo de oscilacién cumple la aproximacién sen 6 ~ 6.

» Péndulo doble (Figura 4.3). Es una generalizacién del péndulo sim-
ple. El péndulo doble estd conformado por dos masas mi y ms que estan
oscilando. La primera de las masas, m1, esta suspendida de un punto fijo
mediante una cuerda de longitud [;. La otra masa, mg, esta suspendida
de m; por medio de una cuerda de longitud 5. Las cuerdas se consideran
inextensibles (es una restriccién) y con masa despreciable. Se asume que
ambas masas oscilan en un plano (es una ligadura).
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Figura 4.3: Péndulo doble.

= Cuerpo rigido. En un cuerpo rigido la distancia entre toda pareja de
particulas que conforma el cuerpo es constante. Esto hace que el cuerpo
no sea deformable. Si el cuerpo rigido estd fijo en un punto, solo puede
rotar y no se puede trasladar.

» Objeto que se desliza sobre un plano inclinado (ligadura) que estd fijo
sobre una superficie horizontal. El objeto puede ser un bloque, un aro,
un disco, una esfera, etc. Una variante a este sistema es asumir que el
plano inclinado se mueve horizontalmente.

= Particula restringida a moverse sobre la superficie de una esfera, o de un
cono, o de un cilindro.

= Un gas en un recipiente.

= Dos particulas unidas por una varilla.
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Hay distintas variaciones, extensiones o generalizaciones que se pueden ha-
cer tanto al péndulo simple o doble como a la maquina de Atwood -sencilla-
o doble. Por ejemplo, en el caso del péndulo se puede considerar que la masa
de la cuerda no es despreciable o que el punto de suspensién del péndulo se
mueve horizontal o verticalmente y una generalizaciéon inmediata es considerar
el péndulo triple. Por otra parte, en el caso de la maquina de Atwood se puede
considerar que la polea tiene masa y que rota. También se puede considerar
que el punto de suspensién de la polea no esta fijo.

Entre los tipos de ligaduras se encuentran:

= Ligaduras holdnomas. También llamadas integrables. Restringen solo la
posicion del sistema y no involucran velocidades. Se pueden escribir de la
forma f(z;;t) =0, donde i =1,...,n, siendo n el nimero de particulas
que conforman el sistema. La variable que esta después del signo «;» es
la variable independiente. En este caso, el tiempo.

= Ligaduras no holonomas. También se les llama diferenciales no integra-
bles. La expresion matematica que las representa no se puede integrar.

» Ligaduras reénomas. Son ligaduras holénomas o no holénomas que de-
penden del tiempo.

= Ligaduras esclerénomas. Son ligaduras que no cambian con el tiempo.

La existencia de ligaduras en un sistema hace que las coordenadas 7; de las
particulas no sean todas independientes. Es decir, es posible expresar algunas
coordenadas del sistema en funcién de otras. Ademads, aparecen las fuerzas de
ligadura que corresponden a interacciones entre las ligaduras y los cuerpos del
sistema.
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4.1.2. Grados de libertad

Es el nimero de coordenadas independientes necesarias para especificar
completamente el sistema. Estd dado por 3n — m donde n es el niimero de
particulas y m es el nimero de ligaduras.

Los grados de libertad se clasifican en:

» Traslacionales: describen el movimiento del centro de masa.

= Rotacionales: describen las rotaciones del sistema respecto al centro de
masa.

= Vibracionales: describen los movimientos relativos de las particulas que
no trasladan el centro de masa y no rotan el sistema.

41.3. Coordenadas generalizadas

Es cualquier conjunto de coordenadas independientes necesarias para des-
cribir un sistema. Las coordenadas generalizadas se simbolizan por la letra
q. El ntimero de coordenadas generalizadas es 3n — m. En forma general, el
conjunto de coordenadas generalizadas es {q1,42,-..,q3n—m}, donde n es el
nimero de particulas y m es el nimero de ligaduras holénomas. Las coorde-
nadas z; de las particulas estdn en funcién de las g; (y viceversa):

zi =xzi(gj, t), i=1,....3n; j=1,....3n—m. (4.1)

La configuracion instantdnea del sistema estd dada por un punto del espa-
cio conformado por las {¢3,—m} coordenadas. Este espacio de 3n —m dimen-
siones, donde cada ¢; corresponde a un eje, se llama espacio de configuracion.

Ejemplo 4.1 I

Considere una particula en movimiento parabdlico (Figura 4.4). Escribir
las ecuaciones que representen las ligaduras, establecer el ntimero de grados
de libertad y dar ejemplos de conjuntos de coordenadas generalizadas.
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Solucién.

Se tiene una particula, por lo tanto, n = 1. La ligadura hace que el mo-
vimiento se de en un plano, por ejemplo, el plano X — Y. De esta manera, el
nimero de ligaduras es 1 y su ecuacién es z = 0. Asi, el ntimero de grados de
libertad es

3In—m=3(1)—-1=2.

Lo anterior quiere decir que se requieren dos coordenadas para describir el
sistema. Como conjuntos de coordenadas generalizadas se pueden considerar

las coordenadas cartesianas o polares: {q1, 2} = {z, vy}, {r, 0}.
Y
A
(@,y) -7 RN
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Figura 4.4: Movimiento parabdlico.

Ejemplo 4.2 I

Considere el Péndulo simple (Figura 3.1). Escribir las ecuaciones de liga-

dura, obtener el namero de grados de libertad y dar ejemplos de coordenadas
generalizadas para este sistema.
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Solucién.

Se tiene una sola particula, por lo tanto, n = 1. Hay dos ligaduras (m = 2):
(a) Una de ellas corresponde al movimiento de la particula en un plano. Esto
es z = 0; (b) La otra estd relacionada con el hecho de que la cuerda es
inextensible, entonces, para cualquier punto (z,y) que represente la posicién
de la masa, se tiene 2 + y? — [ = 0, donde [ es la longitud de la cuerda. De
esta manera, el nimero de grados de libertad es

3n—m=3(1)—-2=1.

Por lo tanto, solo se requiere una coordenada generalizada para describir
el sistema. El conjunto de coordenadas generalizadas puede ser {¢1} =

{z}, {y}, {0}.

Ejemplo 4.3 I

Obtener las ligaduras, los grados de libertad y dar ejemplos de coordena-
das generalizadas para la mdquina de Atwood (ver Figura 4.1).

Solucién.

El sistema esta conformado por dos particulas de masas my y ms. Asi,
n = 2. La posicién de cada masa estd dada por (z1,y1,21) y (22, y2,22). Con-
siderando el origen del sistema cartesiano en el centro de la polea y que las
particulas se mueven en la direccién vertical, se tienen las siguientes ligaduras:
x1=0,21=0,29=0, 20 =0y y;1 +y2 = [, donde [ es la longitud de la cuerda
inextensible. En total hay 5 ligaduras. La dltima, permite escribir la variable
y1 en funcién de yo y viceversa.

3n—m = 3(2)-5 = L

En consecuencia, se requiere solo una coordenada para describir el sistema.
Un conjunto de coordenadas generalizadas puede ser {¢1} = {11} = {2}
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Ejemplo 4.4 I

Considere un aro de radio r que rueda sobre un plano inclinado (Figura
4.5). Escriba las ecuaciones de ligadura, obtener el ntimero de grados de li-
bertad y dar ejemplos de coordenadas generalizadas.

Solucién.

El sistema estd conformado por un cuerpo: n = 1. Por otra parte, se tienen
las siguientes ligaduras: (a) El movimiento del aro se da en un plano, esto es,
z = 0; (b) El aro se mueve sobre el plano inclinado. Asumiendo que el aro
ha recorrido la distancia y sobre el plano inclinado, esta distancia es igual al
arco del aro, el cual estd dado por y = rf, donde 6 es el angulo descrito por el
radio r. Asi, hay dos ligaduras (m = 2). El ntmero de grados de libertad es

3In—m = 3(1)—2 = 1L

Solo se requiere una coordenada generalizada que puede ser {¢:1} = {6}, {y}.

N

’ Y

\
@)

¢

Figura 4.5: Aro rodando sobre un plano inclinado.
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Ejercicios

Obtener el niimero de grados de libertad, las ecuaciones de las ligaduras
y mencionar conjuntos de coordenadas generalizadas para los siguientes siste-
mas:

4.1 Péndulo doble.

4.2 Maquina de Atwood doble.

4.3 Particula sometida a la fuerza gravitacional dentro de un cono.

4.4 Bloque que desliza sobre un plano inclinado que se mueve horizontal-
mente.

4.5 Una particula de masa m, sometida a una fuerza F = —k7 y restrin-
gida a moverse sobre la superficie de un cilindro definido por z? + y? = R2.

4.6 Un disco que rueda sobre un plano inclinado. Asuma inicialmente que
el plano inclinado esta fijo y luego que desliza horizontalmente.

4.2. Principio de D’Alembert y ecuaciones de Lagrange

FEn un sistema se pueden distinguir tres tipos de desplazamientos: posibles,
reales y virtuales.

Los desplazamientos virtuales o infinitesimales son los desplazamientos po-
sibles al variar infinitesimalmente las coordenadas del sistema, compatibles con
las fuerzas y las ligaduras del sistema. Se simbolizaran por 7.
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4.2.1. Ecuacion general de la estatica o principio de los trabajos virtuales

Considérese un sistema de n particulas. La fuerza resultante F; que actua
sobre la i-ésima particula es F; = Fl-(e) + fi, donde Fl-(e) es la fuerza externa
sobre la i-ésima particula y f; es la fuerza de ligadura.

Para un sistema en equilibrio, la fuerza resultante F; sobre la i-ésima
particula es nula. Por lo tanto, el trabajo virtual de esta fuerza es cero:

F; - o7 = 0.

Si se suma sobre todas las particulas que conforman el sistema, se tiene:
n o n o 5
SE-si=0 — S (F4f).sF =0
i i

Considerando que la fuerza de ligadura es perpendicular a la superficie por
donde se mueve el cuerpo, entonces, esta fuerza no realiza trabajo virtual:
St fi - 07 = 0. De esta manera se obtiene

n

STE s = 0. (4.2)

7

La ecuacién anterior recibe el nombre de principio de los trabajos virtuales
(o ecuacion general de la estdtica) y fue formulado por J. Bernoulli en 1717.
Obsérvese que en la ecuacién anterior los 075 no son independientes porque
estan relacionados a través de las ecuaciones de las ligaduras.

4.2.2. Ecuacion general de la dinamica o principio de D’Alembert

Para el caso dindmico, en el cual el sistema no esta en equilibio, la fuerza
total sobre cada una de las particulas del sistema no es cero. En este caso,
aplicando la segunda ley de Newton a la i-ésima particula se obtiene:

Fi = ﬁv
ﬁi(e) +fi = i,
FO+fi—pi = 0.
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De esta tltima expresion se concluye que el trabajo virtual realizado por
esta fuerza es cero: (ﬁi(e) + ﬁ — ;5;) - 013 = 0. Si se suma sobre todas las
particulas y nuevamente se considera que las ligaduras no realizan trabajo
virtual (f; - 07 = 0), se obtiene:

n
SOE ) - o7 =0, (4.3)
i
La ecuacién anterior recibe el nombre de Principio de D’Alembert (pro-
puesto en 1760) o Fcuacidon General de la Dindmica. La fuerza —p; = —my,7;
se llama ficticia o inercial.

Es importante tener en cuenta que en la Ecuacién (4.3) la cantidad
(F'i(e) — ﬁz) - 075 no es cero, pero la suma sobre todas las particulas si lo es.
El principio de D’Alembert establece que la suma de las fuerzas externas con
las fuerzas inerciales no realiza trabajo virtual en un sistema dindmico. Aun-
que no es muy practico, esta ecuacién ofrece un camino alterno para resolver

problemas fisicos dinamicos.

4.2.3. El principio de D’Alembert en coordenadas generalizadas

En la Ecuacién (4.3) los desplazamientos virtuales 67; no son indepen-
dientes ya que estan relacionados por las ligaduras. Para sobrepasar esto, se
trabajard en coordenadas generalizadas, las cuales si son independientes.

Considerando el vector posicion de la i-ésima particula en funciéon de
las coordenadas generalizadas, 7; = 7i(q1,q2,...,¢;), donde ¢ = 1,...,ny
j=1,...,3n—m, se escribird el Principio de D’Alembert en coordenadas gene-
ralizadas a través del procedimiento que se describe a continuacién. En primer
lugar, los desplazamientos virtuales §7; se pueden escribir en funcién de los
desplazamientos virtuales dg; mediante la regla de la cadena:

. or;
ory = Z 87]‘5%" (4.4)
j J



Capitulo 4: Formalismo lagrangiano

donde no se consideraron variaciones 0t porque los desplazamientos virtuales
solo consideran desplazamientos de las coordenadas.

Por otra parte, la derivada total respecto al tiempo de 7; (ver Ecuacién
(1.44) en el Capitulo 1) estd dada por:

L dr or; or;
E —_— — 4.5
vi t - 8(]]' K 8t ( )
La derivada parcial de esta expresién respecto a ¢ produce:

ov; Z or; 8q]

Oy 0q; 3%

ov; or; ori s

gy, dg; "

0% _ a” . (4.6)
Oy Oqy

Utilizando la Ecuacién (4.4), el primer término de la Ecuacién (4.3)
se transforma de la siguiente forma:

or;

Z F‘;(e) . (57_’; = Z F;’L'(E) : Z 8 5q]7
7 % 7

_ Z (Z 7. 5’?%) 54,
SR om = maqﬁ (4.7)
( J

donde @; se llama fuerza generalizada definida por

Z Fle). a” .

Como j =1,...,3n —m, la expresion anterior indica que el nimero de coor-
denadas generalizadas es igual al nimero de grados de libertad (= 3n — m).
Por otra parte, es pertinente mencionar que las unidades de las fuerzas gene-
ralizadas no siempre son newtons. Solo en el caso en el que las coordenadas
cartesianas sean las coordenadas generalizadas, las unidades seran newtons.

(4.8)
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El segundo término de la Ecuacién (4.3) se transforma en:

Shon = Y w67

T Or ——0g;; se usé la Ecuacién (4.4),
- dg;

Z [Z m;r; - ar’] 0q;,
., OF; . d [ O7;
mid S (7 20} g L) U g (a)
;[Z {dt( 3%‘> di (3%‘>H ’

En el dltimo paso se utilizé la derivada temporal del producto escalar 7 - g—?_
v
(ver Capitulo 1):

d (. Or - O i or;
J— Ti - —_ e T’[ . 'r'i - — R
dt 6qj aq]' dt aq]'

. of _d (. on) . d(0F
i 8qj N dt i aqj i dt aqj‘ '

Por otra parte,

d (or) _ GQﬁQ+32FZ‘_%
g — 9g;0qx " g0t Ogj’

es decir,

d(ori) _ ou (4.10)
dt \dq; ) g
Sustituyendo las Ecuaciones (4.6) y (4.10) en el primer y segundo

término del lado derecho de la Ecuacién (4.9), respectivamente, se obtie-
ne:

., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,
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hSIE
(o)

3
I

S m 4 17,.86" f@*..% Sas
: ) dt 7 8(]] 7 aq]' qj,

i J

d [10v? 1 0v?

J

En el dltimo paso se tuvo en cuenta la forma en que se deriva el producto
escalar entre dos vectores iguales (ver Capitulo 1):

o0 _ 9 (&5

aq] - aq] (3 1/
oy, P ov;
= aq]‘ i (s 5’(1]"

ov;
= 9% -
U5 8(]]‘ y
de donde

1902 o5
7Y T
2 8(]]' 8(]]' !

Finalmente, teniendo en cuenta que la energia cinética T estd dada por
T=5%, %miv?, la Ecuacién (4.11), correspondiente al segundo término de
la Ecuacién (4.3), se transforma en

S EA W/
Z;pl.m_;[dt (aq) aqjaq]. (4.12)

Sustituyendo las Ecuaciones (4.7) y (4.12) en la Ecuacién (4.3), se
obtiene el principio de D’Alembert en coordenadas generalizadas:

Z Q_i 8£ +6£
- J dt 8(]3 8%’

J

8g; = 0. (4.13)

Para sistemas holonomos se cumple que las ¢; (y, por lo tanto, los des-
plazamientos virtuales) son independientes, de tal manera que en la ecuacién
anterior los coeficientes de dg; se anulan por separado:
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a4; ) 04
Las ecuaciones anteriores reciben el nombre de Ecuaciones de Lagrange.
Estas ecuaciones dan otra alternativa para hallar las fuerzas generalizadas Q;:

Qj_$<@>+3T_O_ (4.14)

d (0T oT
i=— =] - =. 4.15
9= (3q'j> 9q; (415
Por otra parte, si el sistema es conservativo, las fuerzas externas derivan
de un potencial escalar U = U (71,72, . .., 7, t) de la forma F °) = =-VUyla
fuerza generalizada, dada por la Ecuacién (4.8), es:
o 87"1 8n oU
Q=2 F9- 30 ==y vu. 5=
-SR0S v R

Asi, se muestra que para un sistema conservativo, las fuerzas generalizadas

estan dadas por
oU
Qj=—-
J 6qj

Con este resultado las ecuaciones de Lagrange quedan como:

ar\ aT-U) _
<6q]> a0 - 0. (4.17)

(4.16)

Ya que U no depende de las velocidades generalizadas, 0U/J¢; = 0, y se llega

que
d (0L oL
— [ =]-==0. 4.18

t (é’q]) dqj (4.18)

donde L = T — U es el lagrangiano del sistema. Las ecuaciones anteriores

también se conocen como Fcuaciones de Lagrange y se aplican a sistemas con-
servativos.

Nota. Las fuerzas generalizadas se pueden obtener a partir de las Ecua-
ciones (4.8), (4.15) y (4.16). La conveniencia de la aplicacién de cada una
de ellas en un problema especifico depende de las caracteristicas del problema.
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4.2.4. Energia potencial dependiente de la velocidad

Supongamos que la energia potencial depende de las coordenadas y las
velocidades generalizadas (U = U(gj,q;)) y que la fuerza generalizada estd

dada por:
ou d (0U
i=——+—|=— . 4.19
Q] 8qj + dt (8(]]) ( )
En este caso la Ecuacién (4.14) se transforma en
ou d (oU d (0T orT
———t === = | == — =0 4.20
0g; + dt (8%) dt <aq]> + 0g; ’ ( )
de donde se obtiene, nuevamente
d (0L 0L
(=== =0 4.21
dt (8%) 8qj ’ ( )

con L =T — U. Por lo tanto, las ecuaciones de Lagrange dadas por la Ecua-
cién (4.18) se aplican no solo a sistemas conservativos sino también a sistemas
cuyas fuerzas generalizadas estén dadas por la Expresién (4.19).

Ejercicio

4.7 Dé un ejemplo de un sistema fisico en el que se cumplan las Ecuacio-
nes (4.19). Escriba explicitamente la expresién para la fuerza generalizada

Q-

4.3. Principio de Hamilton y ecuaciones de Lagrange

4.3.1. Algunos resultados del calculo de variaciones

Sea f = f(y,y';x) una funcional (es una funcién cuyas variables son fun-

ciones), donde z sea la variable independiente, y = y(z) y ¢/ = g—g.
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En célculo de variaciones se plantea el siguiente problema: Dada la fun-
cional f = f(y(z),y (x);x), encontrar el camino y = y(z) tal que la integral
curvilinea

J = / Fy(@), v/ (2); ) da, (4.22)

con x1 y xo fijos, tenga un valor estacionario (extremal). Esto es equivalente
a exigir que §J = 0:

T2
6J = 6/ fly(z),y'(x);2) dz = 0. (4.23)
T
La solucién al problema mencionado conduce a las Ecuaciones de Fuler-
Lagrange:
of d [of
——— == 4.24
Ay (By’) (4.24)

A continuacion se presenta la respectiva demostracién. Consideremos una
familia de curvas Y («, z) vecinas a y(z) construida por la siguiente represen-
tacién paramétrica:

Y(a,z) = y(x) + an(z), (4.25)

donde n(z) es una funcién que tiene primera derivada continua, a es un
pardmetro, Y (0,2) = y(x). Se exige que todas las curvas tengan la misma
imagen en los extremos x1 y x2. Esto es: Y(a,z1) = y(x1) v Y(a, x2) = y(x2),
lo cual fmplica n(z1) = n(x2) = 0.

Sustituyendo a y(z) por Y («,z) en la funcional, la integral J queda as:

J(a) = /Z F(Y (0, 2), Y (o, 2): 2) da,

1

por lo que
% B aE/ fY (0, 2), Y (0, 2); 7) de,
- / <8f6Y+ of 8Y’) d
~ Jz, \OY 0a 9 O« ’
o) of
-/ <83{ +a;'">dx’ 20
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donde ‘9Y = 7. Ademds, Y/ = ¢/ + an/. De aqui se encuentra que aY =1.

El segundo término de la integral en la Ecuaciéon (4.26) se puede integrar
por partes de la siguiente forma:

O O /”"Zd<3f> .
e oY vy 2 dz \ay’ )T

El primer término del lado derecho de la ecuacion anterior se anula al evaluarlo
en los dos extremos ya que n(x1) = n(x2) = 0. Por lo tanto,

mof o, md (0f
. GY'U de = /I1 <ay)17dx

Asi, la Ecuacién (4.26) se transforma en:

5o L, G () ) oo

YRt

Como (%) 0= 0 para un extremal y 7 es funcién arbitraria, se concluye
a=
que el integrando de la ecuacién anterior se anula en o = 0. Es decir,
0 d (0
or _d <—f> =0. (4.27)
Ay oy’

De esta manera, se obtiene la ecuacion de Euler-Lagrange. Se debe tener en
cuenta que en esta ecuacién aparece y(x) y no Y(«, ).

Una explicacién mas rigurosa para llegar a la ecuacion de Euler-Lagrange
se obtiene a partir del Lema Fundamental del Célculo de Variaciones (ver la
Actividad Complementaria 1 al final de este capitulo)

Sif = F(Y1, Y2, Yns Y15 Y s Y ) = fi v @), 1= 1,2, ..., m, se obtie-
nen n ecuaciones de Euler-Lagrange:

of d (o -
oy (8%) 0,i=1,..,n. (4.28)




———

-
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Segunda forma de la ecuacion de Euler-Lagrange.

A continuacion se obtendra otra forma de la ecuacién de Euler-Lagrange.
A partir de la funcional f = f(y(z),y'(x); ) se halla %:

@ opdy ordy of
de  Oydx Oy dx 0Oz’
of af of
_ /1=J n=dJ —J
= V5, 5y T o (4.29)

El segundo término del lado derecho de la ecuaciéon anterior se obtiene de la
derivada del siguiente producto:

(Y g0 o)
dz y@y’ 4 oy’ Y e oy )’

VR NPT NLT)
oy’ dz \” Oy dx \oy' )’

A continuacidn se sustituird este término en la Ecuacién 4.29:

LT Y T A RPN TA

de 7 Oy dx \” 0y Ve oy’ ox’
U (g0) o1 (ar)) o
de  dz \Y oy ) Y Oy dx \9y ox’
d OfN of
F(r-vss) = v+ (130)

donde se utiliz6 la ecuacién de Euler-Lagrange en el primer término del lado
derecho de la ecuacién. Asi, se llega a

of d AN

Esta expresién se conoce como sequnda forma de la ecuacion de Fuler-Lagrange.
Es muy 1til cuando la funcional no depende explicitamente de la variable in-

dependiente; en este caso, % =0, y se llega a
0
f- y'a?;f/ = constante. (4.32)
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FEjercicios

4.8 Demostrar que la distancia méas corta entre dos puntos de un plano es
una linea recta. Sugerencia: en este caso, la funcional se obtiene de

ds = /dz?+dy? + dz?,
dy\ 2 dz\?

1 = haiad
[ () (5)
s = / 1+y?+ 2%dx,

s = [1ay. o),

donde f(y,z, v, 2 ;7)) = (1+ y'? +z’2)1/2.

V)
I

4.9 Demostrar que la geodésica sobre la superficie de un cilindro circular
recto es un segmento de hélice. Sugerencia: escribir el elemento ds en coorde-
nadas cilindricas.

4.10 Demostrar que la geodésica sobre una esfera es un circulo. Sugeren-
cia: escribir el elemento ds en coordenadas esféricas.

Nota. Una geodésica es la linea que representa la distancia mas corta entre
dos puntos de una superficie.

Ejemplo 4.5 I

Asuma que f = f(y,y,y";x), donde y = % y oy = %’. Demostrar que
en este caso, la ecuacién correspondiente de Euler-Lagrange es:

LA @ e




-
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Solucién.
Consideremos una familia de curvas Y (o, ) vecinas a y(x) construida por
la siguiente representacion paramétrica:

Y(a, z) y(z) + o n(x),
Yiwz) = ¢(z)+an(z),
Y'(a,2) = o"(x)+an"(z),

donde n(x) y su primera derivada son funciones arbitrarias continuas, a es
un pardmetro y Y (0,z) = y(z). Ademads, se exige que todas las curvas ten-
gan la misma imagen en los extremos x; y xo. Es decir, Y(a,21) = y(z1) y
Y (o, x2) = y(z2). Esto implica que n(z1) =0y n(z2) = 0.

Sustituyendo a y(x) por Y (o, z) en la integral

J= / Fy(@), o @),y (w); 2)da,

se obtiene:
J(a) = 2 F(Y(a,2),Y'(, 2), Y (0, ); 2)dz,
aJ(a) o 6 xro , , '
dae Oa ey (Y(,2), Y (a,2), Y (o, x); x)de,

aJ(a) w o Of oy | of ov' | of OY"  9f 0w
/x <8Y 90 9y 9o T OY" da | on aa) dr.

1

Teniendo en cuenta que

g, _ v,
R ga ga
se obtiene
aJ(a wof  of ,  of
8(oz ) - /ml (a—yn + 8Y’n/ + E)Y”n//) dx. (4.34)
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La segunda integral se hace por partes definiendo u = % y dv = dn, de tal
forma que se pueda aplicar la relacién [udv = uv — [ vdu para obtener:

wofdy, _ 9f $2_/$2d<8f>

o Ve T oy : aY”
= 9f dn g f)

N = — [ & d 4,
o OV dz"" ./m dx <8Y’ e (4.35)

porque n(z1) =0y n(z2) = 0.

Para la tercera integral que estd en el lado derecho del signo igual en la
Ecuaciéon (4.34) se hace u = % y dv = dn'. Asi, esta integral da:

w2 of 4, Of .4, /‘” d <3f) /
Loy = gyl = g gy ) T
2 af 4 /“d<3f>/
= - —_ 4.
s 8Y”77 dx @\ oy n'dx, (4.36)

porque 1'(z1) = 0y 1/(xz2) = 0. La integral que estd en el lado derecho de

la ecuacién anterior también se hace por partes haciendo u = % (%) y
dv = dn, obteniendose:

IQaif”d __d(@f) 12_/x2612(af)d
. (9Y”77 vz dr \9Y" My 2 dz? \ oY Tl
2 gf T2 (2 af
/xl p q'dz = 3 3 <8Y”> ndx. (4.37)

Sustituyendo las Ecuaciones (4.35) y (4.37) en la Ecuacién (4.34) se llega

= [ [ G e )] o

S LR S o

=T
-
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Como (%) 0= 0 para un extremal y 7 es funcién arbitraria, se concluye
a=

que el integrando de la ecuacién anterior se anula en o = 0:

of d [Of d> [ of _o
Oy dx (33/) T (3y”) B
Nota. A partir del analisis de la estructura de las ecuaciones de Euler-
Lagrange para las funcionales f(y,v’;z) v f(y,v,v"; x), dadas por las Ecua-
ciones (4.27) y (4.33), respectivamente, se podria demostrar que dichas
ecuaciones presentan un patrén de recurrencia en la alternancia de los signos

dada por (—=1)?, con p = 0,1,2,..., y en el orden de las derivadas (Z—nn con

n=0,1,2,..y % conm=1,2,....

Ejemplo 4.6 I

Suponga que la funcional f es el lagrangiano L dado por:

- T 1
L(y, 9. §;t) = —5myj — Sky*.
2 2
(a) (Qué tipo de movimiento describe este lagrangiano? (b) ;Se afecta la
ecuacién de movimiento si al lagrangiano dado se le agrega el término kyy?

Solucién.
(a) Para el caso en que f = L, entonces x <> t, y <> ¢, ¥ < ¢y vy’ < q,y
la correspondiente ecuacién de Euler-Lagrange es:

oL d (0L d*> (0L

- _ R —_— = U. 4.
5 i log) " (7) = (439)

Las derivadas requeridas son:

OL 1 OL oL 1 d? <8L) 1

oL _ 1 . 9L _ 0L _ 1 &Ly 1
oy~ MR 5y =0 G = e 7 e Gy m
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Al sustituir estas derivadas en la ecuacién de Euler-Lagrange se obtiene:

1 1
—omjj—ky — smij = 0,

2 2
mi+ky = 0,
j+wiy = 0,

con wg = k/m. Por lo tanto, el lagrangiano dado describe un oscilador libre.

(b) Si al lagrangiano anterior se le agrega el término kyy se obtiene la
misma ecuacién de movimiento.

Nota. Algunos autores han estudiado la variacién de la aceleracién en fun-
cién del tiempo (da/dt = d37/dt?) y las posibles aplicaciones en problemas méas
complejos. La cantidad asociada a la variacién de la aceleracién en el tiempo
se llama jerk. Al trabajar en el formalismo lagrangiano se obtendrian lagran-
gianos con derivadas temporales de las coordenadas generalizadas superiores
a uno.

4.3.2. El principio de Hamilton

Para un sistema en el cual todas las fuerzas, excepto las de ligadura, se ob-
tienen de un potencial escalar generalizado que puede depender de las posicio-
nes, las velocidades y el tiempo (se le llama sistema mondgeno), la trayectoria
que sigue el sistema es aquella que minimiza la integral de accidn:

t2
t1

donde L =T — U es el lagrangiano del sistema. Este principio fue propuesto
por W. Hamilton en 1835.

4.3.3. Deduccion de las ecuaciones de Lagrange a partir del principio de Ha-
milton

Al comparar las Ecuaciones (4.23) y (4.40) se observa que el principio
de Hamilton es equivalente al problema formulado en calculo de variaciones.
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Por lo tanto, si se aplica el resultado del cdlculo de variaciones (ver Ecuacién
(4.24)), haciendo los siguientes cambios de variables: x <+ t, y; <> ¢, Y. <> G;
y f < L, el principio de Hamilton conduce a las ecuaciones de Lagrange:

oL d (0L
— —— = =0,i=1,...,n. 4.41
dgi  dt (3C]'i> ' " (4.41)

Finalmente, se resalta que en este capitulo se han utilizado dos caminos pa-
ra llegar a las ecuaciones de Lagrange: (a) A partir del principio de D’Alembert
(camino diferencial) y (b) A partir del principio de Hamilton (camino inte-
gral):

Principio de D’Alembert — Ecuaciones de Langrange. < Principio de Hamilton

Sin embargo, estos dos caminos no son los tnicos enfoques para obtener
las ecuaciones de Lagrange. En la Actividad Complementaria 4 de este
capitulo, se relacionan algunas referencias en las cuales se obtienen las ecua-
ciones de Lagrange por medio de otros métodos.

Coordenada ciclica. Una coordenada es ciclica o ignorable si no aparece
explicitamente en el Lagrangiano. De esta manera, si g; es ciclica, entonces,

g—; = 0 y existe una cantidad que se conserva:
J

oL d (OLY _
8qj dt 8q] N ’

d { OL
0_dt<8q'j) =0

oL
—=p; = constante,

a4

donde p; = g—; se denomina momento canonico conjugado. Resumiendo: siem-
J

pre que exista una coordenada ciclica g;, hay un momento canénico conjugado
Pj que se conserva.
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Fuerza generalizada y momento canénico conjugado. Si T' = T'(¢;)

_ , i oL _ _ 09U 0L _ oT
y U = U(gj), se tiene que 90, = ~oq, Y 94 = 9 Por lo tanto, una fuerza

generalizada que dependa de un potencial escalar generalizado (ver Ecuacién
(4.19)) transforma de la siguiente manera:

g, = U, d(oU
T dgy  dt \dg; )’

_ 4 (oL
o dt 6qj ’
Qj = vj

A partir de este resultado se concluye que si g; es una coordenada ciclica, p;
es constante y (); = 0. Por lo tanto, la fuerza generalizada asociada a una
coordenada ciclica es cero.

Por otra parte, a partir de la Ecuacién (4.15) se obtiene:

o _ (o) or
T dt 6q] (9qj7

_ dp; 0T
@ = dt 0g; '
Por lo tanto,
oT
), = Qi+ —. 4.42
Dby Qj + an ( )

Equivalencia entre las ecuaciones de Lagrange y las ecuaciones
de Newton. Consideremos un sistema conservativo conformado por una sola
particula. Seleccionando como coordenadas generalizadas a las coordenadas
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cartesianas, la ecuacion de Lagrange es:

8L—d<aL> = 0, i=1,2,3.
dt

oAT-U) d (9(T-U)\ .
T or, 7 <7a$'i ) 0, +=1,2,3,
, oT ou
Como T = T(%;) y U = U(x;), entonces, 92 y 95 0. Con estos

resultados, la ecuacion de Lagrange se transforma en:

_8U_d<8T> _
al‘i dt BZEI B ’

B oUu _ i < oT >
ox; o dt 0%; )’
d (0T
B = dt <5$z) '

Desarrollando la ultima derivada se obtiene:
or — 9 : lmx'? = ma; = v
i~ 0d \ &2 | T TP

F=p;, i=123. (4.43)

De esta manera, se obtienen las ecuaciones de Newton partiendo de las
ecuaciones de Lagrange. Es importante resaltar que esta equivalencia se ha
obtenido asumiendo que las coordenadas generalizadas son las coordenadas
cartesianas.

por lo tanto:

4.4. Ecuaciones de Lagrange y multiplicadores de Lagrange

Para obtener las ecuaciones de Lagrange por los principios de D’Alembert
y Hamilton, se asumié, en ambos casos, que las coordenadas eran indepen-
dientes entre si. Sin embargo, cuando se tienen ligaduras holénomas o cierto
tipo de ligaduras no holénomas, las coordenadas no son independientes. En
este caso, se introducen los multiplicadores de Lagrange.
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Supongamos que el sistema se describe por medio de dos coordenadas y1, yo
y que estas coordenadas estan relacionadas por la ligadura f(y;t) = 0,4 = 1,2.
Considerando las siguientes familias paramétricas:

Yi(a,t) = yi(¢) + ani(t), i=1,2.

El principio de Hamilton esta dado por:

to 2 7/9L d AL\ 9Y;
N ;KaY_dtay) a0

t
o= [P[(L-daryon, oL _donyov,
t1

oY, dtovy) oo \aYs diov,) da
i 9L d OL oL  d OL
o PGS 2
w oy “atawy )™ T \ove T d@ians) ™
8Y17 oYy __

Las variaciones
Veamos:

df(Yh}/Qvt) = 07

of 0Yi of 0Ys

v, 00 "o, 00 O
0 0
aTJ/C 1+81J/;”2 =0
of ~ _ _of
8Y1771 = 8Y2n2’
of
mo_ o
- 15)
72 3—{;1

Ahora, se sustituye este resultado en la expresion que se traia para d.J:
t2 [/ QL d OL oL d OL

/ o — o + (50 — = nadt = 0,
4 )  dtoy; oY, dt 8Y2

ﬁ(m/d%>%%wdw)
n [\OY1  dtoy; L oYy  dt 9Ysy

6J

o0J 772dt =0.

=1y 32 = 12 ya no son independientes por la ligadura.

!
-
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Esta expresion contiene como factor inicamente a 7, sobre la cual no hay
restriccion. Por lo tanto, la cantidad que esta dentro del parentésis rectangular
en la ultima expresion, con (§.J)a—0, €s cero:

(L - doLy % P(2L_doLy_,
oY1 dt 011 ngl 0yo dt 01 -
o equivalentemente,
(PL_dony (o (oL donyoryT gy,
Oyr  dt 091/ \ Oy Oya  dtdys) \Oy2) = '

=—X\(t) ==X(t)
Obsérvese que el lado izquierdo de la ecuacién anterior incluye tinicamente de-

rivadas de L y f con respecto a y1 y 91, mientras que el lado derecho incluye
solo derivadas respecto a y2 y #2. Como y1 2 son funciones que dependen de t,
entonces, los dos lados de la Ecuacién (4.44) son iguales a una funcién que
depende de ¢, la cual se ha representado por —A(¢). En la literatura, a A(¢) se
le conoce como multiplicador de Lagrange.

De esta manera se llega a las ecuaciones de Lagrange con multiplicadores
de Lagrange:

OL  d 0L af

e = 0,
Oy dt O ( )5’211
oL  d oL of
_ 7= 2 = 0. 4.45
Oya  dt 0y Y2 (4.45)

Ahora se tienen tres incognitas: yi, yo y A, pero también se tienen tres ecua-
ciones: las dos Ecuaciones (4.45) y la ligadura f(y1,y2;t) = 0.

En general, si el sistema se describe por yi,...,y, coordenadas y hay m
ligaduras fx(y;) =0, coni=1,...,ny k =1,...,m, entonces hay m multipli-
cadores de Lagrange A\ (uno por cada ligadura). En total se tendran n 4+ m
incognitas (Y1, ..., Yn, A, -, Ay ) con igual ntimero de ecuaciones: n ecuaciones
de Lagrange:

oL d (OL n Of .
= (5 )+ SOOGS0 i (149
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y m ligaduras fr = 0.

Los multiplicadores de Lagrange corresponden a la fuerza de ligadura y la
fuerza generalizada de ligadura (Q;) estd dada por:

Ofe .
Q=3 Mlh) i=1,..,n. (4.47)
> g

Considerando la ligadura fx(y;;t) = 0, obtenemos dﬂ“,

df kN Of kg af
yz

= 0.

De acuerdo con la ecuacién anterior, las ecuaciones de Lagrange con multipli-
cadores de Lagrange también se pueden aplicar a sistemas con ligaduras que
tengan la forma:

> Brigi +e=0, (4.48)
7

Ofx ~ Of

conﬁkiza—y‘yefa.
(2

4.5. Aplicaciones del formalismo lagrangiano

Ejemplo 4.7 I

Hallar las ecuaciones de movimiento para una particula de masa m some-
tida dnicamente a la accién de la fuerza gravitacional de la tierra, mediante el
formalismo lagrangiano (ver Figura 4.4) y obtener las fuerzas generalizadas.

Solucién.

Asumamos que la particula se mueve en el plano = - y. Previamente se
menciond que este sistema tiene dos grados de libertad. Por lo tanto, se re-
quieren dos coordenadas generalizadas. Sean {z, y} estas coordenadas. La
posicion y la velocidad de la particula en cualquier instante estan dadas por
el punto (z, y) y por (&,¥), respectivamente.
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La energia cinética de la particula es T' = %mv2 = %m(a:2 +9?%) y la energia

potencial estd dada por mgy. Asi, el lagrangiano para este sistema es:

1
L(w,y, &,45t) =T = U = Sm(a* +§%) — mgy. (4.49)

Como hay dos coordenadas generalizadas, entonces, hay dos ecuaciones de
Lagrange:

oL d (0L
ax_ﬁ(aﬁc) =0 (+.50)
oL d (0L

8y_dt(8y> =0 (4.51)

Haciendo las respectivas derivadas, se obtiene:

OL 0 oL . oL oL .
— =0 — = mi; — = —mg; — = my.
ox ot dy g ay Y
La coordenada x, en este caso, es ciclica porque no aparece explicitamente en

el lagrangiano.

Reemplazando las derivadas respectivas en las ecuaciones de Lagrange, se
obtiene:

d
mx = 0,
z = 0
y
d
— ——(my) = 0
mg dt(my) ,
gty = 0,
Jy = —g
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De esta manera, la aceleracion en x es cero (movimiento uniforme) y la acele-
racién en y es constante (movimiento uniformemente acelerado).

Como hay dos grados de libertad, hay dos fuerzas generalizadas: Q, y @y.
A continuacién se obtendran las fuerzas generalizadas por medio de dos cami-
nos diferentes:

(a) Utilizando la Ecuacién (4.8):

- or _, or
= F© . — ple. 2
@ ox v G dy

Teniendo en cuenta que F(©) = (0, —mg) y 7= (z,y), se obtiene:

Qz = (0, —mg).(l,()) Yy Qy = (07 _mg)'(oa 1);

asi, @, = 0y Qy = —mg. La fuerza generalizada asociada a la coordenada
ciclica x es cero.

(b) Utilizando la Ecuacién (4.16) ya que el sistema es conservativo: en

este caso
oUu oUu

“or Y Y=g

Como U = mgy, entonces, %—g =0y 9y = My Por lo tanto, Q, = 0 y

Qy = —mg.

Qm:

Como coordenadas generalizadas también se pueden seleccionar a las coor-
denadas polares {r,0}, donde z = rcosf y y = rsen#, o equivalentemente,

r? =224+ 9% y tanf = y/x.

Derivando respecto al tiempo a = y a y se obtiene:
T = fcos@—résenG,
y = 7cosh+rdcosh.

Elevando al cuadrado las expresiones anteriores y, luego, suméandolas se obtiene
la velocidad en coordenadas polares:

2

v 2

2 =72+ r20%

0.0 = (2,9).(2,9) = (2)* + (9)
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De esta manera, el lagrangiano en coordenadas polares es
.4 L oo 24
L(r,0,7,0) = im(r + 7r°6%) — mgrsen6. (4.52)

La ecuacion de Lagrange para la coordenada r es
oL _d (“M) o
or dt\or)
y la ecuacién de Lagrange para la coordenada 6 es
oL_d (o)
00 dt\o9e)
Al efectuar las derivadas correspondientes, las ecuaciones de Lagrange para r
y 6 son, respectivamente,
r6? — i —gsing = 0, (4.53)

—grcos® —2rif — 120 = 0. (4.54)

Este dltimo par de ecuaciones diferenciales estdn acopladas y, por tanto,
son mas dificiles de resolver que las ecuaciones obtenidas trabajando con coor-
denadas cartesianas. Esta dificultad se da porque la energia potencial depende
de ambas coordenadas polares, mientras que en coordenadas cartesianas de-
pende solo de y.

Ejemplo 4.8 I

Hallar mediante el formalismo lagrangiano la aceleraciéon con la cual se
mueven las masas en una maquina de Atwood (Figura 4.1 ) y las fuerzas
generalizadas.

Solucién.

Fl sistema tiene un grado de libertad. La posiciéon de las masas my y mo
son y; y Y2, respectivamente. La ligadura es y; + y2 = [, donde [ es la longi-
tud de la cuerda. Al derivar respecto al tiempo a esta expresién, se obtiene
. _ . .9 _ .9
Y1=—Y2 — Yl = Y-
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La energia cinética del sistema es

) 1 )
mays = —(m1 +ma)yi.

1,1
T = smigi + 5

2 2
En este paso, también se puede seleccionar como coordenada generalizada a
y2. Por otra parte, la energia potencial del sistema es

U = —migy1 — magy2 = —migys — mag(l —y1) = (ma — m1)gy1 — magl.

Asi, el lagrangiano estd dado por
. 1 .9
Ly, 415t) = §(m1 +m2)yi — (ma —m1)gyr + magl. (4.55)

La ecuacion de Lagrange es

oL d /0L
3 <8y1) —o. (4.56)

Las derivadas requeridas son:

oL ( ) oL
—— =—(ma—m)g; -
o ? Ve o

Continuando con la ecuacién de Lagrange se obtiene

= (mq +ma2)y1.

—(ma —ma)g — (m1 +ma)ij1 = 0.

Por lo tanto, la aceleracién del sistema es

4 = (M) g. (4.57)

mi + mo

Se observa que la aceleracion es constante. Es importante notar que el término
magl (constante) presente en el lagrangiano no contribuye. Es decir, el lagran-
giano se puede ver como L = Ly + cte de tal forma que se puede trabajar con
Ly sin afectar las ecuaciones de movimiento.
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En cuanto a las fuerzas generalizadas, solo hay una porque el nimero de
coordenadas generalizadas es igual al niimero de grados de libertad. Como el
sistema es conservativo, la fuerza generalizada asociada a la coordenada vy,
Qy,, se puede hallar por medio de la Ecuacién (4.16):

oU
Qy, = o (m1 —ma)g.

Actividad complementaria. Resolver el problema de la maquina de At-
wood utilizando las ecuaciones de Lagrange con multiplicadores de Lagrange
aplicando las Ecuaciones (4.46). Obtener los multiplicadores de Lagrange y
las fuerzas generalizadas de ligadura dadas por las Ecuaciones (4.47).

Ejemplo 4.9 I

Hallar mediante el formalismo lagrangiano la ecuacién de movimiento para
una particula oscilando libremente atada a un resorte de constante elastica k
(ver Figura 2.5).

Solucion.

Fl sistema tiene un grado de libertad, por lo tanto, se puede describir por
medio de una coordenada generalizada. Sea = esta coordenada. La energia
cinética de la masa es T = %ma’:z y la energia potencial es U = %kmz. El
lagrangiano es:

1 1
L(z,i;t) =T - U = 5ma’72 — Qkﬁ. (4.58)
Solo hay una ecuaciéon de Lagrange:
oL d (0L
—_ (=) =o. 4.
0x dt(c‘?a’c) 0 (4.59)

Reemplazando las derivadas se obtiene:

—kx—i(mj:) = 0,

dt
mi+kr = 0,
i+wizt = 0,

donde wg = % De esta manera, se ha llegado a la misma ecuacién de movi-
miento que se obtuvo en el Capitulo 3.
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Ejemplo 4.10 I

Hallar a través del formalismo lagrangiano la ecuacién de movimiento para
el péndulo simple de longitud ! (ver Figura 3.1).

Solucion.

El sistema tiene un sélo grado de libertad. Por lo tanto, se requiere una
coordenada generalizada para describirlo. Sea 6, el angulo de oscilacion, esta
coordenada. Ubicando el origen del sistema coordenado X — Y en el punto
de suspension de la cuerda, la posicién de la particula estd dada por el punto
(z,y). Estas coordenadas no son independientes por la ecuacién de la ligadura.
En funcién de la coordenada generalizada estdn dadas por

x =1lsenb, y = —lcosb,
g'c:lécosQ, y y':lésene,
i? =126 cos? 0, i? = 126%sen? 6.
Asi,
W= @4
= 1262 cos® 0 + 1%6% sen? 0,
= %62,

por lo que el lagrangiano estard dado por

1

L=T-U = imv2 — mgy, (4.60)
= %m1292 —mg(—lcosb), (4.61)

1 .
= §ml292 + mgl cos 6. (4.62)
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La ecuacion de Lagrange es g—é’ — % (%) Al hacer las derivadas se obtiene
d 24
—mglsenf — ﬁ(ml ) = 0, (4.63)
gsenf+160 = 0, (4.64)
0 +wisend = 0, (4.65)
con wi = 9. Si se consideran oscilaciones pequefias, tal que senf ~ 6, se

obtiene 6 + w%@ = 0, ecuacién que también se obtuvo en el Capitulo 3.

Ejemplo 4.11 I

Disco que rueda sin deslizar sobre un plano inclinado. Considere un disco
de masa M que rueda sin deslizarse sobre un plano inclinado como se muestra
en la Figura 4.5. Usando el formalismo lagrangiano encuentre las ecuaciones
de movimiento para la coordenada y del centro de masa del disco y para la
coordenada angular 6.

Solucion.

Escribamos primero el lagrangiano asociado a este sistema. La energia
cinética del disco consta de dos partes, una rotacional y otra de traslacion
del centro de masa, con lo que tenemos T = %M 92+ %M 262 y la energia
potencial asociada al centro de masa del disco es U = Mg (I — y) sin ¢, donde
[ es la longitud del plano inclinado. Asi, el lagrangiano seré:

1 1 :
L= 5My'2 + §Mr292 — Mg (I —y)sen¢. (4.66)

Podemos hacer uso del hecho de que la distancia que recorre el disco sobre
el plano inclinado esta relacionada con la coordenada angular 6 de rotacion
del disco mediante la siguiente expresion y = rf, para eliminar un grado de
libertad y dejar el lagrangiano en términos de una sola variable asi:

L = Mr?6? + Mgré sen ¢ — Mgl sen ¢. (4.67)
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El dltimo término del lagrangiano es constante y no contribuye a las ecuacio-
nes de Lagrange.

La ecuacion de movimiento para la coordenada 6 sera:

d (OL\ OL . . B
a(%)—%_2MTG—Mgrsen¢—0, (4.68)

de donde tenemos la ecuacién de movimiento para la coordenada 6:

5 i .
6= 5 Sen o. (4.69)

Finalmente, para la coordenada del centro de masa, si usamos el hecho de que
i = rf, tenemos:

_ 9
= 5 sin 0. (4.70)

Ejemplo 4.12 I

Suponga que un bloque de masa m desliza sin fricciéon sobre un plano in-
clinado de masa M que, a su vez, resbala sin friccion sobre una superficie
horizontal con aceleracién constante (ver Figura 4.6). Obtener las ecuaciones
de movimiento de este sistema por medio del formalismo lagrangiano y las
fuerzas generalizadas.

Solucion.

Observe que este problema es un caso especial del Ejemplo 2.7, resuelto a
través del formalismo newtoniano. En primer lugar se determinara el nimero
de grados de libertad para el sistema. Por una parte, el movimiento del plano
inclinado se da en una dimensién. Si R es su vector posicién, entonces, R=
(X,Y,Z) = (X,0,0). Es decir, hay dos ligaduras: Y = 0 y Z = 0. Por otra
parte, el movimiento del bloque m se da en dos dimensiones. Su vector posicion
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P~

—_—

X

X |

Figura 4.6: Bloque deslizando sobre plano inclinado con movimiento hori-
zontal.

es” = (z,y,2) = (x,9,0). Asi, tenemos otra ligadura. Ademads las coordenadas
x y y estan relacionadas por la ligadura

Yy
x—X'

Por lo tanto, hay cuatro ligaduras:

tanf =

Y = 0,
7 =
y = (tanf)(z — X). (4.71)

0,
0,

De esta manera, el nimero de grados de libertad es 3n —m = 3(2) — 4 = 2.
Seleccionaremos como coordenadas generalizadas a {q1,q2} = {x, X }.

El lagrangiano del sistema esta dado por L =T — U:

el 2 .2
L_§MX +§m(x +y)fmgy.
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Reemplazando a y y a ¢ = (tanf)(¢ — X) en la expresién anterior se llega a:

. 1 . 1 . .
Lz, X,2,X) = §MX2 + 3m [(sec2 6)i* + (tan? 6) X2 — 2(tan> 9)$X] -
mg(tan8)(x — X). (4.72)

Las dos ecuaciones de Lagrange son:

LAy
0X dt \9x ’
3L_d<5‘L> - 0
Oox dt \ Oz ’

Al realizar las derivadas que aparecen en las ecuaciones de Lagrange se obtiene:

oL tan 0
oL _ MX +m(tan?0)X — m(tan? )z
oxX ’
oL tan 8
— = —mgtan
Oz g )
L .
g—x_ = m(sec?0) — m(tan® ) X.

La sustitucion de estas derivadas en las ecuaciones de Lagrange produce:

mgtanf — MX — m(tan? )X 4+ m(tan® 0)i = 0; (4.73)
—mgtan —m(sec? )i + m(tan®’0)X = 0. (4.74)

De la segunda ecuacién se puede despejar a & de la siguiente forma:

(sec?0)i = (tan?6)X — gtan®,
P (tan?6)X — gtand
sec? 0 ’
i = (sen®0)X — (sen®)(cosf)g. (4.75)
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Sustituyendo a & en la ecuacién de Lagrange para X se llega a:
mgtan — MX — m(tan?0)X + m(tan? 0) [(sen2 0)X — (sen f)(cos 9)9} =
—X [M + m(tan? @) — m(tan? 0)(sen? 0)] + mgtan § — m(tan@)(sen 0)(cosf)g =

-X [M + m(tan?#)(1 — sen? 6)} + mgtan [l — (tan@)(senf)(cos )] =

o o o o

-X [M + m sen? 0} + mgtan6 {1 — sen? 9] =
Finalmente, la expresion para la aceleracion del plano inclinado de masa
M esta dada por:
o msen 6 cos 0
X=—""]g 4.76
(M + msen? 9) g ( )

A continuacién se reemplaza esta expresion en la Ecuacién (4.75) para ob-
tener la componente horizontal de la aceleracién del bloque de masa m:

. 9 msen 6 cos @ B
& = sen“f {7M—{—msen29} g — (cosB)(senf)g,
P m(sen 6)(cos 0) — (M + msen? 0)(cos 6)(sin 9)9. (4.77)
M + msen2 0
De esta manera se llega a:
M cosfsenf
TR i bdiukdh 4.
. (M+msen29)g (4.78)

La fuerzas horizontales que actiian sobre el plano inclinado y el bloque
son M X y mi, respectivamente. Reemplazando a X y & por las Ecuaciones
(4.76) y (4.78), respectivamente, se verifica que

Fhorizontal sobre el plano inclinado = _Fhorizontal sobre el bloque-

Reemplazando a X y Z en jj = (tan)(i — X) obtenemos:
(M + m)sen? 6

=——— 9. 4.79
M+ msen2 7 (4.79)
La aceleracién del bloque m esté dada por a,, = /(# — X)2 + (jj)2. Haciendo
las sustituciones respectivas se obtiene:
(M +m)sené6
= — 9. 4.80
@m =g + msen? 0 g (4.80)

(S
—
[en)



Capitulo 4: Formalismo lagrangiano

Las expresiones obtenidas para las aceleraciones X, # y i coinciden con los
resultados presentados en el Ejemplo 2.7, considerando que la fuerza externa
F es cero y que no hay friccién entre el bloque y el plano inclinado y entre la
superficie horizontal y el plano inclinado.

La Figura 4.7 muestra las aceleraciones obtenidas en funcién del angulo
del plano inclinado (#). Se observa que X y & presentan un valor maximo y
minimo, respectivamente, que depende de los valores de las masas M y m.

aceleraci(’)n(m/s2 )
o

— X
_5h X
y
-10F, ) ) T 8m
0.0 0.5 1.0 1.5

O(rad)

Figura 4.7: Aceleraciones X (color azul), # (color naranja), 4 (color verde)
¥ @, (color ocre) en funcién del dngulo 6 considerando m =1kgy M =1
kg.

Teniendo en cuenta que el sistema es conservativo y que tiene dos grados
de libertad, se concluye que hay dos fuerzas generalizadas:

sz—a—U = —mgtan6,
ox
ou

QX_——aX = mgtan.
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Ejercicio

4.11 Otro sistema de coordenadas que se puede utilizar para el bloque de
masa m es uno donde el eje y sea perpendicular al plano inclinado y = este a
lo largo del plano inclinado. Solucionar este problema utilizando este sistema
de coordenadas para m.

Ejemplo 4.13 I

Una particula de masa m sometida a la fuerza central F = —k7, donde r
es la distancia entre la particula y el origen, se mueve sobre la superficie de un
cilindro de radio R (ver Figura 4.8). Describa el movimiento de esta particula
mediante el formalismo lagrangiano y obtenga las fuerzas generalizadas.

Solucion.

Consideremos que la posicién de la particula esta dada por el vector 7 =
(z,y, z). Como la particula estd obligada a moverse sobre la superficie del ci-
lindro, se tiene la ligadura x? + 3% = R?.

Por lo tanto, el nimero de grados de libertad del sistema es 3n—m = 3(1)—1 =
2. Como coordenadas generalizadas se selecciona a {q1,q2} = {0, z}.

La energia cinética de la particula es T' = (1/2)mv.2 = (1/2)(i? —l—g)Q + 22).
Como z = Rcosf y y = Rsenb, se tiene que & = —Rfsenf y y = Rf cos§ de
tal forma que 2 + §? = R26?. Asi la energia cinética es

1 .
T = 5m(RQH2 + 2%).
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- -~

4 \
\ R ,
\\\ z 771,
\\\\\\ - -
|
7
o
>
VY
\\ J‘\\ : P
-~ g "~s~d-

____________
/’ \\
7 \
X v

Figura 4.8: Masa deslizando sobre la superficie de un cilindro

Por otra parte, la energia potencial es

U = —/Fdr
= —/(—kr)dr

1
= 5]’(}7"2
1
= 5/lc(:ﬁ +y* +2%)
1
= ik(RZ + 22)
1 1
= k2’ + ZkR?
SR

(S
—
w



Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

Asi, el lagrangiano L =T — U resultante sera:
. 1 . 1
L(0,2,60,%) = §m(R292 + %) — 5k(R2 + 2%); (4.81)

y las ecuaciones de Lagrange son

oL d [O0L
aailoi) = © (452
OL d (0L
=2 (E) _— (4.83)
Al efectuar estas derivadas se obtiene:
oL
a ="
a—L. = mR20;
00
oL
g = —kZ,
oL
— = 2. 4.84
P mz (4.84)

De la primera derivada se concluye que la coordenada @ es ciclica. Por lo tanto,
de la ecuacién de Lagrange para 6 se obtiene

d )
5 (mr20) =0,
lo cual indica que el momento asociado a 6 es constante:
mR20 = constante = py. (4.85)
Por otra parte, de la ecuaciéon de Lagrange para z se llega a:
—kz—mz =0,

expresion que es equivalente a

2+ (k/m)z =0, (4.86)
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concluyéndose que la particula se mueve en la direccién z con movimiento
arménico simple con frecuencia wg = k/m.

En cuanto a las fuerzas generalizadas, el sistema tiene dos:

oU

Qez—%*o;

lo que confirma que la coordenada generalizada asociada a una coordenada
ciclica es cero; y
ou

Qz:

Ejemplo 4.14 I

En la parte més alta de medio cascarén esférico se encuentra una particula
de masa m. Si la particula desciende, encuentre el dngulo o la altura para la
cual se desprenderd de la superficie (este problema se resolvié en el Capitulo
2 a través del formalismo newtoniano).

Solucién.
Este problema se resolverd mediante el uso de las ecuaciones de Lagrange

con multiplicadores de Lagrange.

Utilizando coordenadas polares, las energias cinética y potencial se escriben
asi:

1 )
T = 5m(7’“2 + 1r20%), (4.87)
U = mgrcosb, (4.88)

Por lo que el lagrangiano para la particula sera:

1 )
L=T-U= im(f"2 + 120%) — mgr cos . (4.89)

(S
—
ot
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v

Figura 4.9: Particula deslizindose sobre medio cascarén esférico .

Ya que la particula se encuentra restringida a moverse sobre la superficie,
se cumple que r = cte = R; la ligadura se puede expresar como:

g(r,0)=r—-R=0, (4.90)
de donde p p

g _ dg _

o 1 vy 70 0. (4.91)

Utilizando la ecuacion de Lagrange para r con el multiplicador de Lagrange

d (dL dL dg
Bl il I W A, 4.
dt (dr) dr /\dr 0, (4.92)
se obtiene .
mi — (mr? — mgcosf) — X = 0; (4.93)

y de la ecuacién de Lagrange para 6 con el multiplicador de Lagrange

d /dL\ dL _dg
—|—= - -2==0. 4.94
dt (d9> do db 0 (4:94)
se llega a ) '
mr20 + 2mréi — mgrsen 6 = 0. (4.95)

(S
—
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De acuerdo con la ligadura, % =7 =0, las Ecuaciones (4.93) y (4.95)
se transforman en:

mgcos — mrh? = \ (4.96)

6= send, (4.97)
T

de donde se observa que la aceleracién angular es independiente de m.

Derivando (4.96) se obtiene

% = —mgé sen 6 — 2mréd. (4.98)

Reemplazando (4.97) en (4.98)

dA : d
i —3mgfsend = %(3mg cosf), (4.99)

A=3mgcosf+ C. (4.100)

Asi, las fuerzas de ligadura en las coordenadas generalizadas se obtienen a
partir de:

d
\ Y

0 - 0 fuerza generalizada de ligadura en 0,
d
)\d—i = A fuerza generalizada de ligadura en 7. (4.101)

Ahora, en la parte mas alta de la superficie se tiene que A\ = mg (=
peso), por lo que de la Ecuacién (4.100) se obtiene el valor de la constante,
C = —2myg. Asi, la fuerza normal de la superficie sobre la particula serd

A =mg(3cosf —2). (4.102)

Finalmente, cuando la particula se separe de la superficie, la fuerza normal
serd cero, por lo que se puede obtener el angulo para esta condicién cuando
A=0,

(S
—
-3




Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

2
cosfp = 3 — 0o =~ 48,19°. (4.103)

Este resultado también se obtuvo en el Capitulo 2 (ver Ecuacién (2.44)).

FEjercicios

4.12 Demostrar que la aceleracién horizontal X del plano inclinado, dada
por la Ecuacién (4.76), en el Ejemplo 4.12, es maxima cuando

1 M 1/2
92700571( m ) o 6=tan"! (M—i—m) }

2 m + 2M
Considere los casos M =m, M =2m, M > my m > M.

De igual manera, obtener el angulo que hace minima la aceleracion hori-
zontal &, dada por la Ecuacién (4.78).

4.13 Resolver mediante el formalismo lagrangiano el péndulo doble (Figura
4.3). Asuma que las longitudes de las cuerdas son iguales (Iy = ly = 1) y que
la masa del primer péndulo es mucho mayor que la masa del segundo péndulo
(mq > ms). {Qué se concluye en este caso?

4.14 Resolver mediante el formalismo lagrangiano la maquina de Atwood
doble (Figura 4.2). Obtenga las fuerzas generalizadas por medio de las Ecua-
ciones (4.8) y (4.16).

4.15 Revisar las demostraciones presentadas sobre lagrangianos en la Sec-
cién 1.10 correspondiente a la derivada total de una funcién en el Capitulo 1.

4.16 Partiendo de la fuerza de Lorentz en términos del potencial escalar
o(7,t) v el potencial vector A(7,t):

- — 1 — = 1814‘ 1 = g
FLorentz:q<E+U><B):q<V¢+77X(V>< ))7
c cdt ¢

(S
—
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obtener el lagrangiano para una particula cargada en un campo electromagnéti-
co: L=T —qd+ (q/c)A.T.

4.17 Resolver, mediante el formalismo lagrangiano, el sistema conformado
por dos masas atadas por una cuerda y ubicadas cada una de ellas en un plano
inclinado (ver Ejemplo 2.1).

4.18 Extensién al Ejemplo 4.11. Considere un disco que rueda sin fric-
cion sobre un plano inclinado de masa M que desliza sobre una superficie
horizontal. (a) Obtener las ecuaciones de movimiento de este sistema por me-
dio del formalismo lagrangiano y las fuerzas generalizadas; (b) Resolver el
problema por medio de las ecuaciones de Lagrange con multiplicadores de La-
grange (Ecuaciones (4.46)) y obtener las fuerzas de ligadura y los fuerzas
generalizadas de ligadura.

En el Ejemplo 4.12 se aborda el mismo problema cambiando el disco por
un bloque. Otra variacién que se puede plantear a este problema es cambiar
el disco por un aro (ver Ejemplo 4.4).

4.6. Algunas propiedades de las ecuaciones de Lagrange

Propiedad 1. Si L es el lagrangiano para un sistema de n grados de
libertad que satisface las ecuaciones de Lagrange v F = F(q1,q2, ... ,Gn,t) €S
una funcién arbitraria, pero derivable, entonces

ar
L'=L+— 4.104
o (4.104)

también cumple las ecuaciones de Lagrange.

A continuacién se mostrarad esta propiedad a través de dos caminos dife-
rentes.

(S
—_
Ne)
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Procedimiento 1. Se mostrard que L' satisface el principio de Hamilton.
Integrando entre t1 y to a L' = L + % se obtiene:

> b2 t dF (gt
Lt — Ldt + aF(g;,)

dt,
t1 t1 t1 dt
to ¢
= Ldt  +  F(q,t)]:,
to
= Ldt + F(qi(t2),t2) — F(qi(t1),t1).
1

Ahora, tomamos la variacién de esta integral:

1) to
1) L'dt = 1) Ldt + 0 [F(qi(tz), Ifg) — F(qi(tl), t1>] .
t1 tl

=0 porque no varia
=0 por el principio de Hamilton

Asi,

to ,
L'dt =0,
Jty

mostrandose que L’ satisface el principio de Hamilton y, por lo tanto, cumple
con las ecuaciones de Lagrange.

. . z . ’ . .
Procedimiento 2. Se mostraré directamente que L satisface las ecuacio-
nes de Lagrange.

oL’ oL 0 (dF
04¢; - aqz+3qz(dt)
oL’ oL 0 [(OF . oF
3G aq-i+aq-i<aqkq”at>’
oL _ oL OF o
04¢; 0¢;  Oq; ’
d (0L’  d (OL\ d (OF
a(aqz-) - a(a@)*%(a@)’
d (0L d [OL 0 [(dF
a(a@-) = %(a@)*@(%) (4.105)
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Por otra parte,

/
oL _oL, 0 (£> (4.106)

0¢;  0q;  og \ di

A partir de las Ecuaciones (4.105) y (4.106) se obtiene:

8L’_d(8L’> oL 0 [d d (8L)_ 0 (d
dt 7\ dt

ag; di; o g\ di ) di \og
a ) - Ra ()
dqi dt\9¢/) — Odq dt \d¢)

Por lo tanto,

or  d (aL’) .
dq;  dt \0¢;)

Ejemplo 4.15 I

El campo electromagnético es invariante bajo la siguiente transformacién
gauge de los potenciales escalar ¢(7,t) y vector A(7,t):

b, Loyt
¢ = ¢ T
A = A4 V(7 t);

donde (7, t) es una funcién arbitraria derivable. El lagrangiano de una particu-
la que se mueve en un campo electromagnético estda dado por la expresion:

1
L—*mUqu¢+

5 A7

oI

Demostrar que al utilizar la transformacion gauge de los potenciales, el
nuevo lagrangiano L' también satisface las ecuaciones de Lagrange.
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Solucion.

La demostracién se desarrollara utilizando el enunciado de la Propiedad 1
de las ecuaciones de Lagrange.

/ 1 -

L = —mv?—qd + gA'.ﬁ',
2 c

L 1 2 1 677&(7?’ t) q e — =

A T q 7. qO0(Ft)  qo o
L = 5™ qp + CA.’U +C 5 + CV¢(T, t).7,

L

’ g = = 8¢(F, t))
L =L + - (Vw(nt).v + o )

' qdy
L =L -—

+ cdt’

’ d q

L' =L+ 2 (Ey;) . (4.107)

Asi, L' =L + %, con F' = %w. Por lo tanto, L y L satisfacen las ecuaciones
de Lagrange segun lo planteado en la Propiedad 1.

Propiedad 2. La forma de las ecuaciones de Lagrange es invariante bajo
una transformacién puntual entre coordenadas generalizadas que describan el
sistema.

Sea {q1,42,---,qn} un conjunto de coordenadas generalizadas que descri-
ben un sistema de n grados de libertad y sea L(g;, ¢;;t), i = 1,...n, el lagran-
giano del sistema. Consideremos otro conjunto de coordenadas independientes
{s1, $2,...,sn} relacionadas con las {¢;} mediante las ecuaciones de transfor-
macion

G = (81,82, .-, 8n,t), 1=1,...,n.

La anterior transformacion es puntual. Demostrar que si se expresa la lagran-
giana en funcién de las coordenadas {sg,Sk,t} mediante las ecuaciones de
transformacion, entonces, L satisface las ecuaciones de Lagrange con respecto

222
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a las coordenadas {sg}, esto es

oL_d oLy _,
Jsp  dt \ 08 N

A continuacién se demostrard esta propiedad de invarianza de la forma de
las ecuaciones de Lagrange. Aplicando regla de la cadena a L(¢; (), ¢i(Sk, $k), t)

se tiene:

0
OL _ 0L08q;  OLO¢;  OL O
sy, B 0q; s, 0¢; 0y, ot ds;’
oL oL 8qi oL aqz
- = - : 4.1
Osy, 0q; Os,  Oq; Osy,’ (4.108)
y
oL _ 0LO 9L 9¢;  OL O
05y, - 0q; 431, 0¢; 08, ot gs’
OL _ OL 9¢;
0%, 0¢; 0%
oL oL Og;
= 4.1
65k 8qZ 6sk ’ ( 09)
ya que gT('j,i = gqui.
Derivando respecto al tiempo a la Ecuacién (4.109):
4 (%) _ 4 {ELL@%}
dt \ 0s o dt 0q; Osy, |’
d oL d oL 8q¢ oL [d 6q1- >:|
— | = = |—=| = — | = . 4.110
dt (38k> {dt (3%)} Osy, * 0q; {dt <3Sk ( )
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A partir de las Ecuaciones (4.108) y (4.110) se obtiene:

oot (o5) = o ows oo L Con )| o, 3, L
8sk 8sk 6qz~ 8Sk 8% aSk 8ql ask 8ql

dt \ Osg
@_f(ai) _ {aj_i@j)]%Jr‘lLa% aL{ (i}
0si  dt \ 0% N dq; dt \0¢; )] 0si,  0q¢; Osp,  Oq; Osg
=0
OL_d(90y _ OLoh_0LO_
Osp,  dt \ O3 9q; Os,,  0¢; Osy, -

o))

Por lo tanto,
oL _a (%) _
Osy,  dt \ 03y, -
4.7. Actividades complementarias

1. Consultar acerca del lema fundamental del cdlculo de variaciones. Asumien-
do que n(x) es una funcién arbitraria y continua hasta la segunda derivada,

y si ,
| M@n(a)de =0

entonces, M (z) = 0, en el intervalo (a,b).

2. La maquina de Atwood es un sistema fisico sobre el cual se pueden estudiar
diversas generalizaciones o variaciones como, por ejemplo, considerar la
masa de la cuerda o de la polea, la friccion de la polea, la rotacion de
la polea, entre otras. Las siguientes referencias trabajan algunas de estas
extensiones:

» Lemos NA. Atwood’s machine with a massive string. Fur J Phys. 2017; 38.

« Sanchez RS. Simulacién de la maquina de Atwood para estudiantes de
Fisica, Lat. Am J Phys Educ. 2016; 10(2).
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» Tarnopolski M. On Atwood’s Machine with a Nonzero Mass String,
Phys. Phys Teac

« Lucatto B, Caprecci MB, Gon,calves JVA, Sismanoglu BN. Maquina de
Atwood com massa variavel em movimento oscilatorio atipico. Rev Bras

Ens Fis. 2014; 36(2).

o Mehdi JM. Introduction of Atwood’s machines as Series and Parallel
networks, Lat. Am J Phys Educ. 2011; 5(2).

« Martell EC, Martell VB. The Effect of Friction in Pulleys on the Tension
in Cables and Strings. The Physics Teacher. 2013; 51.

« Coelho RL. The compound Atwood machine problem, Phys. Phys Educ.
2017; 52.

« Coelho RL. Decomposition of the compound Atwood machine. Eur J
Phys. 2017; 38.

3. En las siguientes referencias se estudian las oscilaciones amortiguadas me-
diante el formalismo lagrangiano:

« Denman HH. On Linear Friction in Lagrange’s Equation. Am J Phys.
1966; 34.

« Sarlet W. Invariance and conservation laws for Lagrangian systems with .
one degree of freedom. J Math Phys. 1978; 19.

+ Galley CR. Classical Mechanics of Nonconservative Systems. Phys Rev
Lett. 2013; 110.

4. En este capitulo se obtuvieron las ecuaciones de Lagrange a través de dos
caminos: por medio del principio de Hamilton (utilizando célculo variacio-
nal) y mediante el principio de D’Alembert (considerando desplazamientos
virtuales). Sin embargo, en la literatura hay otros métodos para obtener las
mencionadas ecuaciones. Algunos de ellos utilizan célculo vectorial, dlgebra
lineal, geometria diferencial o calculo tensorial y facilitan una interpreta-
cién geométrica de las ecuaciones de Lagrange. Las siguientes referencias
muestran algunos métodos alternativos para obtener estas ecuaciones:
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« Beers BL. Geometric Nature of Lagrange’s Equations. Am J Phys.
1972; 40.

« Casey J. Geometrical derivation of Lagrange’s equations for a system of
particles. Am J Phys. 1994; 62(9).

« Hanc J, Taylor EF, Tuleja S. Deriving Lagrange’s equations using ele-
mentary calculus. Am J Phys. 2004; 72(4).

« Curiel E. The Geometry of the Euler-Lagrange Equation. Unpublished
manuscript [internet]; 2010 [citado el 29 de septiembre de 2022]. Dispo-
nible en: http://strangebeautiful.com/papers/curiel-geom-ele.pdf

« Guerrero J, Munoz JH. Revisiting the Newton’s second law and La-
grange’s equations in orthogonal curvilinear coordinates: some remarks,
working paper. 2020.

5. En las siguientes referencias se revisan tépicos mas avanzados del formalis-
mo lagrangiano, relacionados con fuerzas de ligadura en sistemas holéno-
mos, simetrias, invarianzas y potenciales generalizados:

» Lemos NA. Forces of constraint in the holonomic case. Rev Bras Ens
Fis. 2004; 26(3): 283-6.
En esta referencia, el autor propone un método para obtener las fuer-
zas de ligadura usando las ecuaciones de Lagrange pero sin emplear
los multiplicadores de Lagrange.

« Torres del Castillo GF, Andrade-Mirén C, Bravo-Rojas RI. Variational
symmetries of Lagrangians. Rev Mex Fis E. 2013; 59.
En este articulo se obtiene una derivacion sencilla de la ecuacion para
los generadores infinitesimales de simetrias variacionales del lagran-
giano de un sistema con ntmero finito de grados de libertad.

« Lima W, Ferreira de Oliveira PH, Braga M, Ramos O. Determination of
constraint forces in holonomic classical systems: critical analysis of the
three methods. Rev Bras Ens Fis. 2019; 41(1).

En este trabajo se estudian tres formalismos (el newtoniano, el lagran-
giano y uno desarrollado por Nivaldo Lemos) para calcular las fuerzas
de ligadura en sistemas holénomos.
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« De la Pena L, Cetto AM, Valdés-Hernédndez A. Power and beauty of the

Lagrange equations. Rev Mex Fis E. 2020; 17(1): 47-54.

Es un excelente articulo para reforzar los temas estudiados en el pre-
sente capitulo. Resalta dos razones para considerar a las ecuaciones
de Lagrange como una descripciéon fundamental de la dindmica de
particulas clasicas. Una de ellas es que las ecuaciones de Lagrange
preservan su forma en cualquier sistema coordenado (ver Propiedad 2
de las ecuaciones de Lagrange). Usa algunas herramientas matemati-

cas de la geometria diferencial como el tensor métrico y el simbolo de
Christoffel.

» Benedetto E. Generalized potential for apparent forces: the Coriolis
effect. Eur J Phys. 2020; 41(4).
En este trabajo se presenta un anlisis matemaéatico a potenciales ge-
neralizados asociados a fuerzas como la de Coriolis y de arrastre, a
partir de una analogia con la fuerza de Lorentz.

6. En la siguiente referencia se estudia el movimiento de un cuerpo que rueda
y desliza con friccién sobre un hemisferio (ver Ejemplo 4.14):

« Souza DC, Coluci VR. The motion of a ball moving down a circular path.

Am J Phys. 2017; 85.

En el articulo se describe un aparato para determinar el angulo a partir
del cual el cuerpo se despega de la trayectoria circular. Asi, es un trabajo
en el cual se verifica experimentalmente un problema ideal que aparece en
los libros de texto.







Capitulo

Dos cuerpos sometidos
a una fuerza central

En este capitulo se presenta una breve introducciéon, mediante el formalis-
mo lagrangiano, al problema de dos cuerpos que interacttan bajo la accién de
una fuerza central, es decir, una fuerza dirigida a lo largo de la linea que une
los centros de los dos cuerpos y dependendiente solo de la distancia entre ellos.
Este tema es de bastante aplicacién en el movimiento de cuerpos celestes y en
la dispersién de particulas por campos de fuerzas centrales.

5.1. Reduccion al problema equivalente de un cuerpo.

Consideremos un sistema mondgeno conformado por dos particulas de ma-
sas mq y msg sometidas a una fuerza de cardcter central, es decir, que depende
solo de la distancia r entre las particulas y va dirigida a lo largo de la linea
que las une: F' = f(r)é,. En este caso, el potencial de interaccién es U = U(7),
donde 7 = 7 — 71 (vector posicién relativa entre las dos particulas).

El nimero de grados de libertad de este sistema es 3n —m = 3(2) — 0 = 6.

Es decir, se requieren seis coordenadas generalizadas. Podemos escoger como
coordenadas generalizadas a {¢;} = {72, 71}; {rh,r1}; {R,7}, donde R es el
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vector posicién del centro de masa y 7 el vector posicién relativa (Ver Figura
5.1). En este problema es conveniente seleccionar como coordenadas genera-
lizadas a Ry 7.

Figura 5.1: Dos masas sometidas a una fuerza central.

Nota. El vector posicion relativa entre las dos particulas es invariante, es
decir, ¥ = 7y — 7 = rh — 1} (el sistema primado tiene el origen en el centro de
masa del sistema(CM)).

Aplicando la definicién del vector posicion del centro de masa, en el centro
de masa del sistema, se obtiene: mir] + mory = MR’ = 0 de tal forma que
ry = —piry. Este resultado se introduce en la ecuacién 7 = rj — 1y para

despejar a ] y 74 en funcién de 7

i ma

T o= - Fa
my + ma
_, mi .
Fo= g (5.1)
mi + mo

Observe que si se considerara ¥ = 7} — 7%, las expresiones anteriores tendrian

signos contrarios.
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El lagrangiano en funcién de las coordenadas generalizadas R (vector po-
sicién del centro de masa) Y, 7 (vector posicién relativa), L = L(R, 7 ﬁ i t) =
T-U=Tepy+T —U(F7 estd dado por:

)y
52 1 1
L= fMR —|—2m1?’12+2m2F’22—U(F,F,...),

donde M = mj+ms es la masa total del sistema. Derivando respecto al tiempo
a las Ecuaciones (5.1) y sustituyéndolas en la ecuacién anterior se obtiene:

1 2,2 1 mimo -2

L = §MR + imr - U(F),
1 52 1 =2 s
L = §MR + SHT = u(r), (5.2)

= _mimg ; ; 1 - 1 1
donde p = 742 se llama masa reducida (equivalentemente P = T m2>

y se ha considerado que U = U(7), es decir, en el sistema solo actian fuerzas
centrales conservativas.

Ejercicio

5.1 Obtenga la masa reducida en los siguientes casos: (1) m1 = mag; (2)
my 3> mg, (cudl seria, aproximadamente, la posicién del centro de masa? (3)
atomo de hidrégeno; (4) sistema sol-tierra.

Vale la pena resaltar que el lagrangiano dado por la Ecuacién (5.2) se
puede ver como la suma de dos lagrangianos, L = L; + La, asociados a mo-

vimientos diferentes, donde L1 = %M R? corresponde al movimiento de una

particula libre de masa M y Lq = %,uf2 — U(7), estd asociado al movimiento
de una particula de masa p ubicada a la distancia r del centro de fuerzas y
sometida al potencial central U(F).

Por otra parte, se observa que en el lagrangiano dado por la Ecuacién

(5.2), R es coordenada ciclica, por lo tanto, MR = cte, es decir, el momento
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lineal del centro de masa se conserva (este hecho estd asociado a la simetria
traslacional del sistema). De igual forma, se concluye que el centro de masa
estd en reposo o se mueve uniformemente. Ademds, las ecuaciones de Lagrange
para 7 no contienen a R o R. Por lo tanto, se puede trabajar de manera
independiente el lagrangiano asociado al movimiento de la masa pu:
RN 1 -2
L(7,75t) = SHT = U(r). (5.3)
Segtn la Ecuacién (5.3) el problema de los dos cuerpos de masas m; y
mso separados una distancia r e interactuando por medio de una fuerza central
se ha reducido al problema de un solo cuerpo de masa reducida p ubicado a
una distancia r del centro de fuerzas.

5.2. Ecuaciones del movimiento.

El problema anterior tiene simetria esférica (es invariante ante rotaciones),
por lo tanto, el momento angular (E) total se conserva. Otra manera de llegar
a este resultado es la siguiente: El torque o momento de fuerza (]\7 ) del sistema
es N = Fﬂxf =7 x (f(r)é,) = @Fx 7 = 0. Es decir, N = % = 0, por
lo tanto, L = constante. Esto quiere decir que 7 es siempre perpendicular a
la direccion fija del momento angular L. La tinica opcién para que se cumpla
esto es que el movimiento se de en un plano.

De acuerdo con lo anterior, se concluye que el movimiento de la masa u
sometida al potencial U = U(r) se da en un plano.

El lagrangiano para la masa p en coordenadas polares es:

1 .
L=T-U(r)= 5u(f«? +1r20%) — U(r). (5.4)
Las dos ecuaciones de Lagrange son:
oL d (0L
o~ ai (7)) =° )
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oL d (OL
5 (@) =0. (5.6)

Se observa que 6 es ciclica porque no aparece explicitamente en el lagran-
giano. Por lo tanto, a partir de la ecuaciéon de Lagrange para la coordenada
6 (ver Ecuacién (5.5)) se obtiene que py = % = pr’f = constante. Esta

cantidad es la magnitud del momento cinético (o angular):
I = ur?0 = constante. (5.7)

Velocidad areolar. De | = pur?f = constante se concluye que el factor
r20 también es constante. Y si se multiplica este término por i, se continda

2 )
obteniendo una constante. Asi:

d (1,
%<§T9> = 0,

1 .
57"26 = constante = A.
La velocidad areolar A (drea barrida por el vector de posicién por unidad
de tiempo) es constante. Este resultado es equivalente a la sequnda ley de Ke-
pler: el radio vector barre areas iguales en tiempos iguales.

Por otra parte, de la ecuacién de Lagrange para la coordenada r (ver
Ecuacién (5.6)) se obtiene:

. d
urﬂz——U—m‘ = 0,
dr
. dU
s 92 _av
Hr ur ar’
; l - .
como # = —, se llega a la siguiente expresion:
ur
12
F=— = ofs 5.8
pi= s+ 0) = e (53)
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donde fof es una fuerza efectiva dada por la suma de la fuerza central f(r) =

dUu . 2 . .
— con la fuerza centrifuga feentrituga = s la cual proviene del potencial

. 2 .
centrlfugo Ucentrifugo = 2urZe ASI,

du, ef
fef = fcentral + fcentrifuga = - dr con  Uet = Ucentral + Ucentrifugo'

Observe que si la fuerza efectiva es cero, entonces, i = 0, de donde se concluye

que % = 0, es decir, 7 es constante. Ademas, cuando la fuerza efectiva es
cero, la fuerza central es igual a menos la fuerza centrifuga. Esto es: si fof = 0,
entonces, f(r) = — feentrifuga = _% (este resultado se utilizard cuando se
estudien las condiciones para Orbitas cerradas). Por otra parte, en los valores
de r donde la fof = 0, la curva Uy vs 7 presenta un méaximo o un minimo ya

que fer es la pendiente de esta grafica.

A continuacién se mostrara que la ecuacién de Lagrange para r (ver Ecua-
cién (5.8)) conduce a otra constante de movimiento:

i = vy R
purr = ar r 72#”"2 T,
d (1 , d 12
i) = @ <U<7"> * W) ’
d (1 o 112
dt<2lu'7" +2/ﬂ'2+U> = 0 (5'9)

Esta tdltima expresién indica que la cantidad que esté dentro del paréntesis es
constante. Esta cantidad es precisamente la Energia Total E:

1 12 1 :
E = g,m'“z + 3 ? +U(r) = Sk (r'2 + 1“292) + U(r) = constante.  (5.10)

Los dos primeros términos de E corresponden a la energia cinética en coorde-
nadas polares.
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A manera de conclusién, se resalta que la ecuacién de Lagrange para la
coordenada @ conduce a la conservacion del momento angular 1 y la ecuacion
de Lagrange para la coordenada r conduce a la conservacion de la energia
total E.

Finalmente, podemos hallar de la Ecuacién (5.10) a r = r(t) y de la
Ecuacién (5.7) a 6 = 6(¢):

, (5.11)

t?:\/

dr
(E-U0) - 50)
dt

0 - ;/0 g+ O (5.12)

Asi, el problema se ha reducido a cuadraturas con cuatro constantes de
integracion: F, [, rg y 6.

5.3. Clasificacion de las orbitas.

A partir de la expresién para E y de la ecuacién de Lagrange para r se
obtiene:

1 5 |17 1,
E = SHIT 22 + U(r)] = ST+ Uset, (5.13)
l2
pit = —5+ f(r) = fel(r), (5.14)
ur
donde Ut es el potencial efectivo que cumple con fof = —%. Asi, fof es una
fuerza efectiva radial dada por la suma de la fuerza central (= —%) con una
12

fuerza centrifuga (= s ). Esta fuerza centrifuga es una fuerza ficticia que
surge por estar utilizando un sistema de referencia no inercial con origen en
una de las particulas (que se encuentra acelerada).

Es posible analizar cualitativamente el problema de fuerzas centrales (sin
resolverlo explicitamente) estudiando la curva Uy vs. r para ciertos valores

235



Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera

de E. Para realizar este andlisis es importante tener en cuenta las siguientes
ideas:

= La velocidad en coordenadas polares es: v = 1é, + rféy. Por lo tanto,
v? =72 4 r262.

n Uy = % wi2: la diferencia F — Uy da informacién sobre la componente
radial de 7.

w Ug—U(r) = %Hl—fz = %MTZéQZ la. diferencia Ues — U(r) da informacién
sobre la componente angular de v.

0= /2(E-U(r)).

= for es la pendiente de la grafica Ugs vs. 7.

Casos especiales.

s [/ = Ug: implica » = 0. Hay un punto de inversion. Estos puntos se
pueden obtener a partir de la expresiéon de la energia, haciendo 7 = 0:

1 12 r2U(r) 12
E=-uw?+-— 2 - =
S 1T +2/,LT2+U(T) - T Z o E

0=g(r). (5.15)

Las raices de este polinomio dan los puntos de inversién. La instruccion
FindRoot[g(r), {r, 0}] en Mathematica da como resultado las raices de
g(r) a partir de r = 0.

» Uy = U(r): implica § = 0 (o equivalentemente [ = 0) y fof = f(r).

» E=U(r): implica v = 0.

= for = 0: la grafica Ug contra r tiene un maximo o un minimo. Recuérdese
que en la seccién anterior se concluyé que si fof = 0, entonces, f(r) =

l2
_fcentrifuga = - s

= F =0: implica T = —U o equivalentemente Uy = —%,wﬂ.
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También es importante tener en cuenta que la clasificaciéon cualitativa en
orbitas abiertas, acotadas y circulares se cumple para todo potencial atractivo
que (a) disminuya més lentamente que 1/r% cuando r — oo y (b) tienda a
infinito més lentamente que 1/ r2, cuando r — 0.

A continuacién se presenta un analisis de la fuerza central atractiva del
tipo f(r) = —rﬁn. La Tabla 5.1 muestra ejemplos de esta fuerza con su res-
pectivo potencial variando a n.

Tabla 5.1: Fuerzas centrales del tipo f(r) = —k/r™ con su respectivo po-
tencial U(r) = — [ f(r)dr.

-1 —kr Shr?
k k
2 % _&
k k
.k *
. i o
.k "
6 —% e
De manera general, se tiene:
k 12
fet = feentral + fcentrifuga = - -+ —,
r ur
k 12
Uef = Ucentral + UCentrifugo = — (n — 1)Tn_1 + 2ur2

El impacto de los parametros k, n, [ y pu en la fuerza efectiva y el po-
tencial efectivo se puede analizar, cualitativamente, por medio del programa
Mathematica usando los comandos Manipulate y Plot en la siguiente rutina:
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Codigo en Mathematica para la Figura 5.2

Cédigo para la Figura 5.2 derecha

12 k . g
oD 2T @i 2pE
{r, 0, 8}, Frame—+True, FrameStyle—Black, FrameLabel —
{“r": "”},PlotLegendS—} Placed[{UcentraI! Ucentrifu 0 Uefecti\m}r

g

{0.B8 0022100 dn, 2, 10}, (&, 1,4}, {1, 0,3}, {§ 1, 41

Infs}:= Manipulate[Plot [{-(

Utilizando esta instruccién se obtiene la Figura 5.2. En ella se grafican
las fuerzas central, centrifuga y efectiva y los respectivos potenciales central,
centrifugo y efectivo, en funcién de r, haciendo n = 7,5, k = 3,1 = 14y
u = 4. Si la Energia total es cero (EF = 0) la particula puede estar entre
r=0yr~ 1,15 La regién para r 2 1,15 es prohibida porque Uy > E y
se obtendria que 72 < 0. Por otra parte, si la energfa total estd en el rango
0,026 < E < 0,073 hay un intervalo como regién prohibida.

0.08

0.04f
0.06f
0.02f 004p

0.02

0.00 0.00
— feentral — Ucentral
f -0.02 U
-0.02} centrifuga| ‘centrifugq)
— fefectiva -0.04p — Uefectivo

0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

r r

Figura 5.2: Izquierda: Fuerzas central (= —k/r™), centrifuga (= ?/ur3) y
efectiva (= —k/r" +12/ur?) en funcién de r. Derecha: Potenciales central (=
—k/[(n—1)r""1]), centrifugo (= 12/(2ur?)) y efectivo (= —k/[(n—1)r" 1]+
12/(2ur?)) en funcién de 7. Se hizon =75, k=3,1 =14y u=4.

Las Figuras 5.3 a 5.7 muestran fuerzas centrales del tipo —kr (recupe-
radora lineal), —k/r? (problema de Kepler), —k/r®, —k/r* y k/r® en funcién
de r, respectivamente. De igual forma, en estas figuras se muestran las fuerzas
centrifuga y efectiva, y los potenciales central, centrifugo y efectivo. Para hacer
un analisis cualitativo de estos potenciales se consideran posibles valores de
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la energia total F y se grafican como rectas paralelas al eje horizontal en las
graficas Ugs Vs. r y se tiene en cuenta la diferencia E — Ugs. Los valores de r
donde E = (Uet)maz © £ = (Uef)min son puntos de inversién (+ = 0). Por otra
parte, las regiones donde F > U son permitidas, mientras que donde F < Ugs
son regiones prohibidas. Con este andlisis también se puede determinar si la
orbita es acotada o abierta.

6 10k
— feentral
4 \ F
feentrifuga 8
2 \
fefectiva 6F
o \
4
-2 — Ucentral
\
_4 — 2r \x Ugentrifugo]
) = Uefectivo
-6 1 1 1 1 1 1 0 -l 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 35

r r

Figura 5.3: Izquierda: Fuerzas central (= —kr), centrifuga (= 12/ur3) y
efectiva (= —kr + [?/ur®) en funcién de r. Derecha: Potenciales central
(= —k/2r?), centrifugo (= 12/2ur?) y efectivo (= —k/2r? 4+ 12/2ur?) en
funciébn de r. Se hizo k=1,l=1y p= 1.

04
0.10f
02}
0.05f
0.00 — 00
-0.05F 02
— U
-0.10F central /central
feentrifuga -04 Ucentrifugo
-015¢ fefectiva Uefectivo
. . . . . A . -06 . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 5.4: Izquierda: Fuerzas central (= —k/r?), centrifuga (= [2/ur3)
y efectiva (= —kr? +12/ur®) en funcién de r. Derecha: Potenciales central
(= —k/r), centrifugo (= 12/2ur?) y efectivo (= —k/r + 12/2ur?) en funcién
der.Setom6 k=1,l=1y pu=1.
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03}
0.20F \
0.15F 0.2fF
0.10F
0.1F
0.05F
0.00 0.0
_0.05F — feentral — Ucentral
: -0.1
feentrifuga Ucentrifugo
-0.10F
— fefectiva _ool — Uefectivo
_0.15E L L L L L s s s s s s
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

r

Figura 5.5: Izquierda: Fuerzas central (= —k/r3), centrifuga (= 12/ur?)
y efectiva (= —kr3 4+ 12/ur3) en funcién de r. Derecha: Potenciales central
(= —k/2r?), centrifugo (= 12/2ur?) y efectivo (= —k/2r? + 1?/2ur?) en
funcién de r. Se tombé k=1,1=2y u= 2.

0.20
0.10
F 0.15F
0.0sf ! o-10p
f N 0.05F
‘ -
0.00 ‘ = 0.00
—f — U,
}l central _o.05F ‘central
-0.05F fcenlrifuga erntri!ugc
-0.10F
‘ fefectiva “ Uefectivo
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

r r

Figura 5.6: Izquierda: Fuerzas central (= —k/r%), centrifuga (= 12/ur®)
y efectiva (= —kr? 4+ 12/ur3) en funcién de r. Derecha: Potenciales central
(= —k/3r®), centrifugo (= 12/2ur?) y efectivo (= —k/3r3 + 1?/2ur?) en
funcion de r. Setomé k=1,l=1y p=1.

Por su parte, la fuerza central f = —k/r® (ver Figura 5.5) amerita aten-
cién especial. En este caso, la fuerza central tiene la misma dependencia radial
de la fuerza centrifuga (= 12/ur3). La fuerza efectiva for = feontral + feentrifuga

estd dada por
k 12 12 1 h
= —— _— = _— k _— = —
fef TS + 'LLTB < [1/ ) T3 T3 )

es decir, la fuerza efectiva también tiene la misma dependencia radial (1/r3).
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0.20F
0.15f 02f
0.10F
01f
0.05F
0.00 0ol ]
_0.05F — feentral — Ugentral
Teentrifuga —01} Ucentrifugo
-0.10F
fefectiva Uefectivo
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figura 5.7: Izquierda: Fuerzas central (= —k/r®), centrifuga (= (?/ur3)
y efectiva (= —kr® + 12/ur?) en funcién de r. Derecha: Potenciales central
(= —k/4r?), centrifugo (= 12/2ur?) y efectivo (= —k/4r* + 12/2ur?) en
funcién de 7. Setomé k=1,l=1y p=1.

El potencial efectivo Uet = Ucentral + Ucentrifugo €std dado por

k 2 1P 1 h
= —— = — — — ]{j _ = —,
Uet 272 * 2ur? 2 (,u > r2  2r2

Asi, los potenciales efectivo, central y centrifugo tienen la misma dependen-
cia radial (1/7?). Obsérve que si [2/u = k, la fuerza efectiva fof y el potencial
efectivo Ut son cero. Ademaés, el signo de [?/p—k = h determina la naturaleza
de la 6rbita. En la Figura 5.5 se tomé 12/u—k = h > 0.

Para terminar esta seccién se analizara en cuales puntos el potencial efec-
tivo tiene un maximo o un minimo o, equivalentemente, fof = 0. Para hallar
estos puntos (llamados criticos) se deriva a Ues con respecto a r y se iguala a
cero esta derivada:

k 12
Uet = _(n—l)?"”—1 +2,u1“27
e _ kP
dr mourd

de donde se obtiene que los puntos criticos estan dados por la expresion:

1

ku\ n—3
Teritico = (T?) , (516)
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la cual depende de n si se fijan a k, p y [. En la Figura 5.8 se muestra
la variacién del punto donde el Uy tiene un valor méximo o minimo (punto
critico) con respecto a n. En la figura de la izquierda se hizo k=3, u =4y
| = 2 de tal forma que I?/u < k, mientras que en la figura de la derecha se
hizo k = 1, u = 2y | = 2, obteniéndose que [?/p > k. En ambos casos, el valor
critico de r tiende a 1 para valores grandes de n.

Teritico
N
T
Teritico

2 4 6 8 10 2 3 4 5 6 7

n n

Figura 5.8: Variacién del punto critico de Uy con relacion a n. En la figura
de la izquierda se hizo k = 3,1 =2y pn =4 y en la de la derecha se tomo
k=1L1=2ypu=2.

o0 en Mathematica para la Figura 5.8

Hallar el punto critico:

k 12
+
n-1)r*? 2 ur

In[1]:= Solve[D[—( 5,T] == 0,r]

k pu ==
outiij= {{r —>(T2M) 1}

Codigo Grafica 5.8 para k=3, =2y p =4

In[2]:= Plot[(3)Ti+n, {n, 2, 10}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"n", Tcrigicol]
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5.4. Ecuacion diferencial de la érbita y potenciales integrables.
Las dos ecuaciones de Lagrange (ecuaciones diferenciales de segundo orden)

conducen a 0 = 6(t) y r = r(¢). Sin embargo, se requiere conocer la ecuacién

de la Orbita, es decir, la dependencia entre r y 6, eliminando el pardmetro ¢

entre estas coordenadas. A continuacién se obtendré dicha ecuacion.

Primer camino. ,ur29 = [ implica dt = “T’jdH. Al sustituir esta expresién
en la Ecuaciéon (5.11) se obtiene:

2
Py = dr

l 2 ’
2 l
‘lp_U—

0—0, = / dr .

770 ,urQ 2 12
‘lp_vu—
(l)\lu v 2uur?2

(5.17)

Si se efecttia el cambio de variable u = % (esta relacién implica du =
—dr/r?) y se introduce en el radical la cantidad p /I se obtiene:

(5.18)

u du
0:00—/ .
[2uE  2uU
o 772777271'62

Esta expresion permite obtener, en principio, la ecuacién de la dérbita si se
conoce el potencial central U(r) = U(1/u).

Segundo camino. En la ecuacién diferencial para la coordenada r (ver
.2 2 2 .
Ecuacién (5.8)) se pasa del operador % al operador %, aplicando regla de
la cadena consecutivamente dos veces de la siguiente forma:

dr drdf 1 dr

ar _ drdv_ L dr 5.19
dt — dodt  pwr?dd’ (5.19)
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_ iy
do\dt) dt’
S ENERS
o Tdo \ur2dg)’
2 d (/1dr
Como L& — 4 (l) se obtiene
r2dd — do \r )’
d27“_ 2 a1 B 2 ,d%*u 591
2= Erae \r) = T @ (5.21)

conu=1/r.

Esto nos lleva a la ecuacion diferencial de la o6rbita con el siguiente proce-
dimiento:

,u% = 'qui3+f(r)’
Iz [;ZUQZZHZ} = l;ug + f(1/u),
_l:u2f;;—l:u3 — (/).
—lqu [ZZZ +u} = f(1/u),
O

de donde se obtiene, finalmente, la ecuacion diferencial de la orbita:

12 d*u
;UQ proaa —f(1/u),
d*u wdU(1/u)
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Para obtener la Ecuacién (5.22) debe tenerse en cuenta que f = —% =
_dUdu _ 2dU
du dr — du”

La Ecuacién (5.22) se puede utilizar en dos direcciones: (a) Para hallar
la ecuacién de la 6rbita si se conoce a f (o a U); (b) Para hallar a f (o U) si
se conoce la ecuacion diferencial de la érbita.

Por otra parte, segin la Ecuacion (5.22), la 6rbita es simétrica respecto
a los puntos de inversion. Es decir, la 6rbita es invariante ante una reflexion
respecto a los vectores apsidales (la ecuacién diferencial de la 6rbita es la mis-
ma para 6 y —0).

Por tltimo, la ecuacién del lado derecho en (5.22) se reduce a la ecuacién

diferencial del oscilador libre cuando % es proporcional a u, lo cual se da

cuando U = ku? (es decir, U ~ T%) En este caso, se obtiene

d’u 7
d*u 2ku
W + (1 + ZT) u = 0.

. _dodt . _ 6 ) o .
Tercer camino. dff = ¢ 7-dr = 7 dr y se reemplaza a ¢ y 7 por:

. l 2 2
9 = — = — E — 1/ —_ — ).
pr2 " \/,u ( 2ur2)

Pregunta. ;En qué casos es relativamente sencillo realizar la integral que
aparece en la ecuacién de la érbita (ver Ecuacién (5.18)), mediante funcio-
nes conocidas?

Respuesta. Cuando la cantidad subradical es un polinomio de 2.° grado
la integral se puede efectuar mediante funciones circulares, y cuando es un
polinomio de 4.° grado, la integral se expresa mediante funciones elipticas.
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FEjercicio

5.2 Considerando U(r) = ar™*! demuestre que (a) n = —3, —2, 1 conduce
a funciones simples -circulares- y (b) n = —7,—5,—4,0,3,5 conduce a inte-
grales elipticas. Ademas, si la fuerza es una funcién proporcional a r™, donde
n es un fraccionario, demuestre que n = —%, —g, —%, —g, —% también conduce
a integrales elipticas.

En U(r) = ar™! se excluye a n = —1 porque se obtiene un potencial

constante y, por consiguiente, f = 0.

Ejemplo 5.1 I

Obtener la ecuacion de la érbita de una particula sometida a un potencial
central U(r) = (1/2)kr? (oscilador arménico isétropo).

Solucién. La fuerza central correspondiente a este potencial es f(r) =
—kr. En la Figura 5.3 se muestra el potencial efectivo y la fuerza efectiva
asociados al potencial del oscilador arménico isétropo.

Haciendo n = —1 en la Ecuacién (5.16) se obtiene que en

1
k/‘ f% l2 1
Teritico = ZT =\ To

el potencial efectivo es minimo. Reemplazando a r por ro en U,¢(r), se obtiene
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el minimo de este potencial:

Uep(r=mr9) = zkrg+-—

= — (5.23)
La energfa total E debe ser mayor o igual que Ucs(r = r9):

ki?

B>/ =. 5.24
. (5.24)

La ecuacidén de la érbita se puede hallar reemplazando a U(r) en la integral
que aparece en la Ecuacién (5.17):

d
0— 0 = / r . (5.25)
2 2
PN 2 (g !

Haciendo el cambio de variable r = \/u, lo cual implica dr = du/2\/u, la
ecuacion anterior se transforma en

6 6y :/ du —,
puN 12 (g g,
M(Z)ME .

0—6 = i/ du
7 2) wy/—ku® + 2uBu -2
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Definiendo A = —ku, B = 2uE y C = —[? la integral se expresa como:

du 1 sen—l( Bu +2C )
uwAR + Bu+C —C uv B2 —4AC

de donde se obtiene:

00, — ii = 2uEu — 212
T VR \WaARE =i (B )
2uE(u — ;TE)

u\/4u2E2 (1-45)

T
200 —6y) = sen! “E],
kl?
_u\/ uE?

2
200 —6y) = sen! (u a)’

ue
u—a?
sen2(6 —60y) = ;
ue
uesen2(d — 60y) = u—a?,
u[l —esen2(f —6p)] = o,

con a? = I?/uE y la excentricidad e dada por

ki2
€ = I_E

Obsérvese que, como FE > u , la excentricidad toma valores entre 0 y 1.

2

Como u = r°, se obtiene que la ecuacion de la orbita estd dada por

T T esen20 - 60)] (5.26)

la cual corresponde a una elipse (ver Figura 5.9). Este tipo de trayectoria
también se evidencia cualitativamente para energias mayores que uno, en la
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Figura 5.3 derecha.

Cuando sen 2(0—6y) = 1 y sen 2(f—0y) = —1 se obtienen, respectivamente,
las distancias méxima y minima del cuerpo al centro de fuerzas:

Tmazx =

Tmin = Tte <

€

M
[
0538
M
J
163991

)

Figura 5.9: Orbita para particula sometida a un potencial U = (1/2)kr?2
dada por la Ecuacién 5.26 con o = 1.

A continuacion se escribird la Ecuacién (5.26) en coordenas cartesianas
con el objetivo de verificar que corresponde a una elipse. Para ello, se escribira
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sen2(0 — 6y) en coordenadas cartesianas:

sen2(0 —6y) = 2sen(d — 0y)cos(6 — bp),

2[sen 0 cos By — cos 6 sen Hy|[cos O cos by + sen 6 sen ],

= 2[senfcosd cos? 0y + sen? 0 cos  sen 0y — cos? 0 sen O cos b,
— cos A sen A sen? )],

= 2[senfcos 6(cos? By — sen? Ay) + sen? @ cos Ay sen By —
cos? 0 sen O cos o],

= 2c0s(26p) sen 6 cos O + sen(26,) sen? § — sen(26) cos® 6,

2 2
_ gV (* ¥y _pr.
sen2(f —6y) = A(r) (7’)+B7'2 Brz’ (5.27)

con A = 2cos(20y) y B = sen(26p). Elevando al cuadrado a la Ecuacién
(5.26) y utilizando el resultado anterior, se obtiene:

[1—esen2(f —6p)]r? = o?,
A By? — Ba?
1—c€ Ty + 'g x}TQ = o
r
22 4+ 9% — eAwy — eBy? + eBa® = o?,
(1+eB)z* 4 (1 — eB)y* — eAzy = o’ (5.28)

De esta manera, se verifica que la Expresién (5.26), expresada en la forma
5.28, corresponde a la ecuacion de una elipse en coordenadas cartesianas.

Caso especial. Si 6y = /4, se obtienen A =0y B = 1, con lo que la
Ecuacién 5.28 se transforma en

2 2
€z Y
ot =1
1+e€ 1—e¢
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Codigo en Mathematica para la Figura 5.9

Cédigo Figura 5.9 con a =1

1
) 95 O: 2T )
V1 - € Sinl[2(f - 6] { )
Frame—True, FrameStyle—Black, FrameLabel — {"", "r"}],
{e, 0,001,0.999}, {6, 0, 21}]

Inf4]:= Manipulate[PolarPlot [

Ejemplo 5.2 I

Una particula sometida a una fuerza central describe una érbita dada por
la espiral logaritmica r = ke”?. Encontrar la expresién para la fuerza y el po-
tencial.

Solucién.
En este caso nos dan la expresiéon de la érbita. A partir de la ecuacién
diferencial de la 6rbita se puede hallar a f(r):

2\ 5 |d*u
) du 2u 0
Por lo tanto, necesitamos hallar a R luego a —. Como r = ke’ entonces,

de?’
u:le"’e:
2 2
o - Lo
Asi,
l2
fQ/ju) = —<M>u2(p2u+u),
12(1 4 p?
n
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La fuerza en funcién de r es:

Fl+p7)1
f(r) = 0 773§
y el potencial estd dado por

dU
flr) =
Ur) = / o

P(1+p%) 1
U(T) - TTZ.

5.5. Condiciones para orbitas circulares y estables.

. 1.
Si recordamos que E — Uy = — i, se concluye que para fuerzas centrales

atractivas se obtienen érbitas circulares cuando E = Ug ya que en este caso,
7 = 0, es decir, la distancia r de la particula al centro de fuerzas es constante.

Equivalentemente, en esta situacién fof = —% = 0. Si el radio de la
orbita circular es 1o, el momento cinético ! y la energia E estidn dados por

, . 2
(recuérdese que si fer =0 —  f(r) = _ul?):

2 2
f(ro):fu—rg y E:Uef:U(ro)+m. (5.29)
El céracter de la érbita circular depende de si Ug(rg) es méximo o minimo y
la estabilidad de la 6rbita circular esta determinada por el signo de la segunda
derivada de Ut (recuérdese que una funcién tiene un minimo si la segunda
derivada es positiva en el punto critico. Y un minimo en el potencial indica
equilibrio estable).

2
Por lo tanto, se tiene una érbita circular estable si (d d%ef) > 0. Esta
r=ro

condicion implica lo siguiente:
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12

Ut = U"’wv

e _ AU PP
dr dr 3 " purd’
AUyt df 312

i = a0

d 2

e 3(1),

dr r\ urd

df 3

—_— > —

dr r’

df 3

T o< -t (5.30)

Esta inecuacion da la condicion para que la orbita sea circular y estable.

Supongamos ahora que la fuerza tiene la dependencia con respecto a r de

la forma f
f=-=
De la condicién para érbitas circulares estables se obtiene:
df 3
—_ < -7,
dr r f
d[—kr—" - 3 <
dr r
kn 3k
rntl rntl’

La inecuacién anterior implica n < 3. Por lo tanto, un potencial atractivo
que cumpla una ley potencial que varie més lentamente que %2 dard orbitas

circulares estables para todos los valores de ryg.

Pregunta. Qué forma debe tener la ley de la fuerza para que la orbita
ligeramente perturbada respecto a cualquiera de estas Orbitas circulares sea

cerrada’?
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Respuesta. Para pequenas desviaciones de las condiciones de circularidad,
la particula ejecuta un movimiento arménico simple en u alrededor de wg:
u = ug + acos 36, donde

2 r(df )
=3+ = . 5.31
#=+3 ()., (531
Reordenando la expresion anterior se obtiene:
dinf o B k

Todas las leyes de la fuerza de esta forma, donde 8 es un niimero racional,
conducen a Orbitas cerradas para condiciones iniciales que difieren un poco
de las condiciones para Orbitas circulares. Este procedimiento corresponde al
teorema de Bertrand.

Las tnicas fuerzas centrales que dan lugar a 6rbitas cerradas para todas
las particulas ligadas son la inversamente proporcional al cuadrado (3% = 1)

y la ley de Hooke (3% = 4).

5.3 ;Qué tipo de movimiento se genera con 5 =5y = %?

Ejemplo 5.3 I

Considere una fuerza central de la forma f(r) = —(k/r?)e”"/. Encuentre
la condicién que debe cumplir la constante a para que el movimiento sea cir-
cular y estable.

Solucién.
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A partir de la condicién para que la 6rbita sea circular y estable se obtiene:

daf 3

dr r

2 1\ 1 3( ke /o
_pl_for/a_ (2 - -r/a N
k[ 3¢ <a) r2¢ } < T‘( r2 >’

r3  ar? rd
2 1 3
Bl < @

1 1

a? S P

A partir de este resultado se obtiene que la constante a debe cumplir la con-
dicién a > r.

Generalizacién. Suponiendo que la fuerza es f(r) = —(k/r™)e”"/%, la
condicién para que la érbita sea circular y estable da como resultado r <
(3 — n)a. Asi, para n = 1, se obtiene érbita circular estable cuando r < 2a;

para n = 2, cuando 7 < a. Para n > 3 no hay érbitas circulares.

Pregunta. ;Cudles son las unidades de a y k7

Ejercicio

5.4 Como complemento al ejemplo anterior, estudie detalladamente la es-
tabilidad de orbitas circulares cuando el potencial central sea

U(r) = —Ee_’"/“.
r

A este potencial se le conoce como potencial de Yukawa o potencial de Coulomb
apantallado. Hacer un andlisis cualitativo de la grafica U,y vs 7. Establecer
una comparacién entre 1/r y e~ "/% obtener el valor minimo para el potencial
efectivo y la ecuacién diferencial de la érbita.
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5.6. Problema de Kepler: fuerza inversamente proporcional al cua-
drado de la distancia.

El objetivo en este problema es hallar la ecuacién de la érbita cuando
f(r) = —T% o equivalentemente U(r) = —%. Para ello, podemos tomar dos
caminos:

Primer camino. A partir de la ecuacién diferencial de la érbita (Ecuacién.
(5.22)), sustituyendo la expresién para la fuerza en términos de w: f(1/u) =
—ku?. Esta sustitucién nos lleva a la ecuacién general de una cénica con un
foco en el origen. Veamos el procedimiento:

d*u I 2
w‘f’u = 7l27.l,2 (*k’u ),
d*u uk
aww T e
d*u uk
W +u — 172 = 0.
Haciendo el cambio de variable X = u — 7 en la ecuacion diferencial anterior
se llega a
d2X
— 4+ X =0.
izt

Esta expresion corresponde a una ecuacién diferencial andloga a la de un
oscilador armoénico simple, con wy = 1. Su solucién es

X = Bcos(f — by),

u—%g = Becos(6 — 6p),
u = 7—5+BCOS(0—90).

Asi, se obtiene, en funcién de r, la expresion

1 uk[. BE 1
B b s B — -=C(1+ .
- =5 o cos(f — 6p) & " C(1+ecos(0 —0h)), (533)

donde B y 0’ son constantes de integracién y € es la excentricidad de la cénica.
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Segundo camino. Resolviendo la integral que aparece en la expresién
6 = 6(r) (ver Ecuacién (5.18)) se obtiene:

u du
0 = 6p— ,
o 2uE  2uU 9

2 Z U

0 /“ du
0 — ’
2wE  2u(—ku
uo\/%_%_ug

u du
[
uo Ve + bu + au?

donde a = —1, b= zf—ék yc= Q’f—QE Por medio de la férmula

/ dx 1 1 < 2az +b )
= cos —_—,
Var? +bxr+c V—a Vb% — 4ac
se obtiene, con un poco de procedimiento algebraico, la expresién que describe
la ecuacion de la orbita:

2
Lokt 2B o - 90)] . (5.34)

12 k2

Este camino permite relacionar la excentricidad e con la energia F y el mo-
mento cinético [, donde la excentricidad esta dada por:

2E12

Asi, la expresién de la 6rbita, Ecuacién (5.34), se puede escribir como:

«

" 1+ ecos(d— o) (5-36)

r

con o = 12/ k.
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Teniendo en cuenta que —1 < cos(8 — 6p) < 1, cuando cos(f — ) = —1 se
obtiene ryax y para cos(d — 6p) = +1 se obtiene ryin:

r o«
max — 1 _ 67
«
Pnin = o (5.37)

Ejercicio

5.5 Hacer explicitamente el desarrollo matemaético para obtener la Ecua-
cién (5.34).

A continuacion se analizard la expresion para la excentricidad dada por la
Ecuacién (5.35):

s Parae > 1, F > 0. En este caso la trayectoria de la particula corresponde
a una hipérbola.

= Para e =1, E = 0. La trayectoria es una pardbola.
» Para 0 < e <1, (Uef)min < E <0. La trayectoria es una elipse.

m =0, K= (Uef)mm~ La trayectoria es una circunferencia.

Ve . . 2 . .
En el caso de e = 0 (drbitas circulares), E = —%, lo cual indica que solo

se obtienen Orbitas circulares cuando la energia total es negativa.

En las Figuras 5.10 y 5.11 se muestra la 6rbita que sigue el cuerpo, dada
por la Ecuacién (5.34), asignando valores diferentes a la excentricidad € y a
fg, con p =1, k =1yl = 1. Se observa que la inclinacién de la érbita esta
determinado por el valor de 6. Unicamente en el caso de € = 0, la 6rbita tiene
la misma inclinacién, independiente del valor de 6.
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05F

0.0

L L 1] L L L L
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -3 -2 -1 0 1

Figura 5.10: Izquierda: Orbitas para € = 0. ; Derecha: Orbitas para e = 0,7.

Codigo en Mathematica para las Figuras 5.10 y 5.11

Cédigo Figuras 5.10 y 5.11, con k =1,/ =1y p =1 en la Ecuacién (5.36):

1

’ 0’ 0, 27r k]
1 + € Coslf - 6] { }
Frame—True, FrameStyle—Black],{e, 0, 5}, {6,, 0, 2m}]

In[e]:= Manipulate[PolarPlot[

Para érbitas elipticas: La velocidad radial es nula en los puntos apsidales,
es decir, 7, = 0 en dichos puntos (con r, el vector posicién para los puntos
apsidales). Por lo tanto, a partir de la expresién para la energia F obtenemos:
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i

IS

— 6 =0

— 6y =T1/4
— 6y =711/2 ]|
— 6p=T1T

-4

-15 -10 -5 0 5 10

Figura 5.11: Izquierda: Orbitas para € = 1. ; Derecha: Orbitas para € = 2

1 12 k
E = = 22 _
Pl + 2ur? oy’
12 k
LR
2ur? + Ta ’
k 12
2 — - = . .
Ty + E?"a 2E 0 (5.38)

Ejemplo 5.4 I

Obtener las raices de la Ecuacién cuadratica (5.38) en funcién de la
excentricidad.
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Solucién.

Asumiendo que a = 1, b = k/E y ¢ = —1?/(2uE), la Ecuacién (5.38)

adopta la forma ar2 + br, + ¢ = 0, cuya solucién es

k k2 12 k k2 12
*Ei\/ﬁ—‘l(l)(—zﬁ) —EE ﬁ+(3?)
(Ta):t = D) = 9 ’
k k2 212FE
_F:l: ﬁ(1+uk2) —%ﬂ:%G
(Ta)i = ) = 9 )
k
(-1+e€).

ek = 35
A partir de la definicién de la excentricidad, dada por la Ecuacién (5.35),
se obtiene que la energia total E estd dada por
_ pk?

= W(EQ —1);

sustituyendo esta expresién en la de las raices se llega a

12< 1 > «
= = Tmin,

(ra)+ = ﬁ ctr1 1+e
2 1 «
(7’@)_ - 7@ (6—1> - 1_¢ = Tmax;

donde a = I2/uk. Este resultado se obtuvo de forma general a través de las

Ecuaciones (5.37).

Los semiejes mayor (a) y menor (b) de la elipse estdn dados por:

a 12/ uk k
a = = — ,
=@ 1 (1 2 7E
12/ uk l
a /u (5.39)

b = = = .
V1—e? 2812 V2ulE|
1- (1+22)
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dA _ 1
dt — 2w’
se puede hallar el periodo del movimiento eliptico: 7 = 2T”A. Como el area de
la elipse es A = wab y utilizando las expresiones para a y b se obtiene:

Por otra parte, a partir de la expresién para la velocidad areolar

472
2 3
T = ——a°.
k
Este resultado corresponde a la tercera ley de Kepler: el cuadrado del
periodo es proporcional al cubo del semieje mayor de la érbita eliptica.

(5.40)

La excentricidad € se puede expresar en funcién del semieje mayor a. Para
ello, debemos escribir la energia E en términos de este parametro:
k
E=——.
2a

Reemplazando este valor de E en la Ecuacién 5.35 se obtiene

12
= 1 -,
pka
de donde
l2
m =a(l—é?)

El factor ;lTQk se sustituye en la ecuacién de la érbita para obtener:

. a(l —€?)
~ 1+ecos(f —bp)

(5.41)

Con esta tltima expresion es inmediato encontrar las distancias apsidales, las
cuales se obtienen cuando (6 — 6y) = 0, 7. En efecto, 7+ = a(1 £ ¢).

Ejemplo 5.5 I
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Considere una particula sometida al potencial

kE h
Ulr)=——+—
)=-2+5,
con h, k > 0. Haga un estudio amplio del movimiento de esta particula uti-
lizando las siguientes estrategias para abordar un problema de fuerza central

cuando se conoce el potencial o la fuerza:

(a) Analizar el potencial efectivo.

(b) Obtener la ecuacién de la érbita.

(c) Obtener la condicién de estabilidad para érbitas circulares.

(d) Encontrar regiones donde este acotado el movimiento a partir de un
andlisis cualitativo del potencial efectivo.

Solucién.

Haciendo el cambio de variable u = 1

-, se obtiene

U(u) = —ku + hu?.

La fuerza central estd dada por f = —dU/dr:

k  2h
f(T') - _ﬁ + 7"73,
f(lju) = —ku®+ 2hu’.

(a) Analisis del potencial efectivo: el potencial efectivo Uet = Ucentrifugo +
Ucentral para el problema dado es:

12
Uef = 2MT2 + U(r) 9
12 k h

2urz  r 2’

249 1
Uy = <l+uh>_k

24 rz  r
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Se concluye que siempre que el potencial central U(r) esté conformado por
un potencial de Kepler (=~ 1/r) mas un potencial de la forma ~ 1/72, este tlti-
mo término se agrupa con el potencial centrifugo que también depende de la
forma 1/72, llegando asf a un problema similar al de Kepler, pero con precesion.

(b) Ecuacién de la trayectoria a partir de la ecuacién diferencial de la

Orbitann:

d*u n wdU

T .y = B2

do? 12 du’

d2

= 2
z tu 12( k+2hu),
d*u 2hp wk
Considerando

2hu wk
X = (1+ZT)U*Z727

se obtiene la ecuacién diferencial:
d2X 2hp
— 1+— )X =
q02 +( + 2 ) 0,
DS
—l—on = 0, (5.42)

donde wy = 4/1+ 2h“ . Esta ecuacién diferencial es de segundo orden, lineal,
homogénea con coeﬁmentes constantes. Su solucion es:

X = Bcos(wef —bh),

wiu — %k = Bcos(wpl — by),
1 wk I’B
- = 1 . A4
. Pu? [ +— ok cos(wof — o) (5.43)

De esta manera, se obtiene que el movimiento de la particula corresponde al
movimiento generado por el potencial de Kepler con precesion.
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Nota. La ecuacion de la orbita también se puede obtener haciendo la in-
tegral de la Ecuacién 5.17

(c) Aplicacién de la condicién de estabilidad para 6rbitas circulares: con-
siderando la fuerza central de la forma general

k 2h
fr)y=——+—, con m>n

rn rm )

La condicién de estabilidad de la érbita df /dr < —(3/r)f da:

kn 2hm 3 k 2h
rrt+l pm+1 < r ’
kn 2hm 3k 6h
Tn+1 + rm+1 < 7‘”+1 - T.m—l—l’
k(n —3) < _ 2h(3 +m)

/r.n Tm
E(n—3)r™™™ < —2h(3+m),
_ 2h(3 +m)
m=n —_. 44
r < k(n—3) (5.44)

Haciendo m = 3y n = 2 en la desigualdad anterior, se obtiene r < —2h(6)/(—k).
Por lo tanto, para la fuerza central dada en este problema es posible obtener
6rbitas circulares estables cuando r < 12h/k.

De la condicién dada por la Inecuacién (5.44) se concluye que solo para
n = 1,2 se pueden obtener érbitas circulares estables ya que n — 3 es negati-
vo. Para valores diferentes de n se obtendria que r es menor que un nimero
negativo, lo cual no corresponde a una situacién fisica. Por lo tanto, solo las
fuerzas f = —k/r + 2h/r™ con m > 1y f = —k/r?> + 2h/r™ con m > 2
podrian conducir a érbitas circulares estables.

(d) Andlisis cualitativo de la grafica Ugy vs r por medio de una herra-

mienta computacional. Se utilizara el paquete Mathematica con el objetivo de
encontrar regiones donde el sistema este acotado.
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La Figura 5.12 muestra los potenciales central, centrifugo y efectivo en
funcién de r haciendo k = 1,1 =2, p = 2 y h = 0,5. Teniendo en cuenta la
condicién dada por la Inecuacién 5.44 y como 12h/k = 6, se concluye que
para r < 6 se pueden obtener érbitas circulares, lo cual es consistente con el
minimo que presenta U,y entre 0 < r < 6. Para una energia total £ ~ —0,126
el sistema es acotado entre 2 < r < 6.

0.2f
0.0
/
-0.2f
— Ucentral
Ucentn’fugo
-04r Uefectivo
1 1 1 1 1 E 1 1
0 2 4 6 8 10 12

r

Figura 5.12: Potenciales central (= —k/r + h/r?), centrifugo (= 12/2ur?)
y efectivo (—k/r + h/r? 4+ 12/2ur?) en funcién de r con k = 1,1 = 2, = 2
y h=0,5.

Fjercicios

5.6 Analizar exhaustivamente el movimiento cuando se le cambia de signo
al segundo término del potencial del Ejemplo 5.5:

U(r):—ﬁ h

r r?’
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0, equivalentemente, cuando la fuerza es

fy=-5-2

P2 3
5.7 Analizar el movimiento de una particula sometida a la fuerza central
k A
r)=——— —.
Grafique con el Mathematica (u otro programa) U en funcion de r y deter-

mine si hay regiones donde el movimiento sea acotado. Obtenga la condicién
para orbitas circulares estables.

5.8 En el modelo de quarks no-relativista ISGW (N. Isgur, D. Scora, B.
Grinstein and M. B. Wise, Phys. Rev. D, vol. 39, no. 3, pp. 799, 1985) consi-
deran el siguiente potencial entre dos quarks:

4o
Ur)=— a + ¢+ br,

con oy = 0,5, ¢ = —0,84 GeV y b = 0,18 GeV2. Analizar graficamente este
potencial y el potencial efectivo.

5.9 Un cuerpo es sometido al potencial de Lennard-Jones (ver Ejercicio

R G}

Analizar el potencial efectivo y encontrar regiones de estados ligados.

5.10 Considere una particula sometida a la fuerza central

A
1) =-5 - %

demuestre que la 6rbita de la particula es una espiral.

267



Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

Considere el problema inverso: asuma que la érbita del cuerpo es r = k62.
Obtenga la fuerza, haga la grafica de la 6rbita y discuta la condicién de esta-
bilidad para érbitas circulares.

5.11 Un cuerpo es sometido a la fuerza central atractiva

flr)y=—ke " k>0.

Aplique la condicién para drbitas circulares estables y determine para que va-
lores de r es posible obtener este tipo de orbitas.

5.12 Un cuerpo es sometido a la fuerza central atractiva

Fr) = —krde™" k> 0.

A partir de la condicién para dérbitas circulares estables determine para que

valores de r es posible obtener este tipo de érbitas.

5.13 Las fuerzas centrales dadas en los Ejercicios 5.11 y 5.12 se pueden
escribir en forma general como:

f(r) = —kre P,

(Cudles son las unidades de p y k7 Hacer un andlisis de la contribuciones de
™y e " al producto r"e """, y encontrar bajo qué condicién serd posible
obtener érbitas circulares. Ademas hacer un anélisis cualitativo del potencial
efectivo U,y variando n y m.

5.7. Actividades complementarias

1. Estudiar el Problema de los tres cuerpos. Es una extensién del problema de
dos cuerpos en la cual se considera la interaccién de tres cuerpos debido a
fuerzas centrales. Revisar la siguiente referencia:
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« Quaresma LJB, Rodrigues ME. Choreographies on the restricted three-
body problem. Rev Bras Ens Fis. 2019; 41(2).

En este articulo se estudia el comportamiento y la estabilidad de dos ti-
pos de soluciones periédicas importantes al problema restringido de tres
cuerpos interactuando mutuamente por la fuerza gravitacional.

2. Analizar la combinacién del potencial de Kepler (ver Seccién 5.6) con el
potencial de Yukawa (ver Ejercicio 5.4). Revisar la siguiente publicacién:

« Cavan E, Haranas I, Gkigkitzis I. Cobbett Dynamics and Stability of the
Two Body Problem with Yukawa Correction. Astrophysics and Space
Science 2020; 365.

En esta referencia se estudia la estabilidad de las érbitas de un cuerpo
sometido a un potencial U(r) = Ukepler + Uyukawa. Al final de la seccion
4, los autores presentan un ejemplo numérico comparable a la érbita de
Marte. Al problema planteado en este articulo se le puede aplicar la teoria
presentada en este capitulo.

3. El problema de dos cuerpos sometidos a una fuerza central también se
puede estudiar mediante el formalismo newtoniano. Ver la referencia:

+ Lucic D, Varga M. Simulation of the two-body problem in GeoGebra.
Acta Electrotechnica et Informatica. 2012; 12(3): 47-50.

En este articulo estudia el problema de Kepler obteniendo la ecuacién de la
trayectoria a partir de la segunda ley de Newton en coordenadas polares,
usando el paquete GeoGebra. De esta manera, este articulo complementa
el enfoque presentado en este capitulo y el uso de herramientas compu-
tacionales para abordar el problema de fuerzas centrales.

4. Una aplicacién interesante del problema de dos cuerpos se presenta en el
juego del billar. Ver la referencia siguiente:
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« Antén C, Brun JL. Gravitational pocket billiards with Mathemati-
caTM. Rev Mex Fis. 2009; 55: 168-75.

FEn este trabajo se estudia el movimiento de dos bolas de billar sometidas a
la fuerza gravitacional ~ 1/7? y un hueco no interactuante, por medio del
paquete Mathematica. Este articulo complementa el uso dado en este libro
a esta herramienta computacional.

5. En 1964, Richard Feynman presentd, en una conferencia, una derivacion
elemental de la primera ley de Kepler utilizando un enfoque geométrico
sin acudir al uso del calculo integral o de ecuaciones diferenciales. En los
siguientes articulos, se discute esta construcciéon geométrica planteando en
algunos casos generalizaciones a érbitas abiertas:

« Carinena JF, Ranada MF, Santander M. A new look at the Feynman
‘hodograph’” approach to the Kepler first law. Eur J Phys. 2016; 37.

« Vogt E. Elementary derivation of Kepler’s laws. American Journal of

Physics. 1996; 64(4).

« Kowen M, Mathur H. On Feynman’s analysis of the geometry of Keple-
rian orbits. Am J Phys. 2003; 71.

o Unruh WG. Kepler’s laws without calculus; 2018.

Este enfoque geométrico facilita el acceso al problema de Kepler a estudian-
tes que no tengan mucha formacién en ecuaciones diferenciales y calculo
diferencial.
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partir de nuestra experiencia como profesores de la Maestria en Fisica de la
Universidad del Tolima, hemos recopilado en estas Notas de Clase algunos
temas de caracter fisico y matematico que los estudiantes deben abordar antes
de cursar formalmente la asignatura Mecanica Clésica, a nivel de maestria.

Es un libro apropiado para estudiantes procedentes de pregrados que no incluyen
en sus planes de estudio una soélida formacion en fisica o en mateméticas, como
la requerida para adelantar el curso de Mecéanica Clasica a nivel de maestria.
No se trata de un texto que sustituya la formacién que proporciona un pregra-
do en Fisica, se presenta mas bien como un compendio breve y conciso de temas
que, a lo largo de los ultimos diez afios, hemos identificado como fundamentales para
los estudiantes que cursan la asignatura Mecénica Clésica de la Maestria en Fisica,
en la Universidad del Tolima.

Algunos de los temas se describen detalladamente, segin el criterio y la experiencia
de los autores. Se presentan ejemplos, preguntas y ejercicios de nivel basico e inter-
medio, para que el estudiante reflexione y complemente el aprendizaje. Con esto se
pretende que el alumno esté mejor preparado para abordar, durante el curso formal
de Mecanica Clasica, problemas de mayor nivel en los cuales se evidencie todo el
potencial de las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana.

Como elemento diferenciador, se presentan desarrollos muy detallados en varias sec-
ciones y ejemplos, y generalizaciones o extensiones de algunos problemas tradiciona-
les y gréaficas que no han sido aun reportadas en la literatura, segiin nuestra revision
bibliografica. Otro elemento diferenciador lo constituye el hecho de que, a lo largo
del texto, se motiva el uso de herramientas computacionales para resolver algunos
ejercicios, exponiendo explicitamente los comandos utilizados. Particularmente, se
usa el programa Wolfram Mathematica®, debido a que sus capacidades numéricas,
simbolicas y graficas facilitan el rapido desarrollo de procedimientos matematicos
engorrosos o complejos, lo que permite enfocar la atencién hacia la comprension de
los conceptos fisicos.

Al final de cada capitulo se incluye una seccion de actividades complementarias, en
la cual se recomienda la lectura de referencias que permiten profundizar en algunos
de los temas abordados. De igual manera, alli se presentan articulos, varios de ellos
recientes, publicados en revistas de fisica y de ensenanza de la fisica, que contienen
formulaciones alternas a las presentadas, o que motivan al estudiante a pensar en
variantes que puedan efectuarse en algunos de los sistemas fisicos mencionados.
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