Capitulo

Toépicos matematicos
fundamentales

Este capitulo presenta, con enfoque préactico, una recopilaciéon de tépicos
matematicos sobre los cuales se debe tener conocimiento minimo y previo al
estudiar diversas formulaciones de la mecédnica clasica. Asumimos que el lector
esta familiarizado con las nociones basicas del célculo y el algebra lineal.

1.1. Matrices

Una matriz C' de tamano (o dimensién) m X n es un arreglo bidimensional
de mn elementos (o componentes) ordenados de la siguiente forma:

C11 C12 SN Clj ... Cin
C21 C29 s C25 ... Con
C— : : : : : : . (1.1)
Ci1 Ci2 - Gy ... Cip
Cml Cm2 ... Cmj ... Cmn
Los elementos de la matriz C' se representan por c;;, donde el subindice
t = 1,...,m indica el nimero de la fila y j = 1,...n el nimero de la co-
lumna.
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A continuacién se relacionan algunas operaciones entre matrices:

Suma de matrices. Consideremos dos matrices A y B de dimension
m x n (en adelante matrices m X n); si C es la matriz que resulta de la suma
de estas dos matrices, C = A + B, entonces, las componentes de C estan
dadas por

Cij = Qi + bl]
Producto de dos matrices. Sean A una matriz m xn y B una matriz n x

p, se define su producto, C = AB como una matriz m X p, cuyas componentes
son:

n
cij = Y airbij.
k=1

En general, el producto entre dos matrices no es conmutativo.

Producto directo (o tensorial) entre matrices. Consideremos dos
matrices A y B cuyas componentes son A, y Bpq, respectivamente. El pro-
ducto tensorial entre las matrices A y B se denota por A ® B y estd dado
por

auB . alnB

ang e agnB
A®B= . . .

amB ... amnB

mpXng



Capitulo 1: Tépicos matematicos fundamentales

Traza de una matriz. Sea A una matriz n x n. La traza de A se define
como la suma de los elementos de la diagonal. Es decir, Tr(A) = Y1~ ai. La
traza del producto de dos matrices es independiente del orden de la multipli-
cacién. Sea la matriz C = AB, entonces:

TT(AB) = Z Ciy
i
=D aipbpi
i P
=2 byiaip
P
= Z Cpp
P
Tr(AB) =Tr(BA).
Por otra parte, la traza de la suma de dos matrices es la suma de las trazas

de las matrices.

Determinante de una matriz. Sea A una matriz cuyos elementos estan
dados por
a b1 C1
az by ¢
A =

an by cy

El determinante de la matriz A se define como:

det(A) = Z €ijk...aibjcr - - -
ik..

donde €;j... es la generalizacién del denominado simbolo de permutacién (o
tensor) de Levi-Civita, €l cual estd definido como:

+1 si el namero de permutaciones de los subindices es par
€k =4 —1 si el namero de permutaciones de los subindices es impar
0 si al menos dos subindices son iguales
(1.2)
con i,j = 1,2,3 y €193 = 1. De forma explicita tenemos: €103 = €231 = €319 =
41 y €132 = €213 = €391 = —1. Con esta definicién, el determinante de una

matriz es la suma (o resta) de productos de elementos de la matriz, sin repetir
filas y columnas.
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Algunas matrices importantes son las siguientes:

= Matriz identidad. Es una matriz n x n cuyos elementos de la diagonal
principal son todos unos (1) y el resto de elementos son ceros (0). Se
representa por

10 ... 0

01 0
I= .

00 1

Observe que Tr(I) = n.

» Matriz inversa. La inversa de la matriz A se denota por A~! y cumple

con AAl=A"1A=1.

» Matriz transpuesta. La matriz transpuesta de A se simboliza por AT.
Los elementos de AT se obtienen intercambiando filas por columnas.

ail a2 @13 ... Qin a1] a1 a31 ... Qpl

. 21 Qe a3 ... Q2p T ai2 a2 a32 ... Qp2
SiA= . . . = A =

anl Gnp2 Gp3 ... Qapp A1p A2n Q3p ... Qanp

» Matriz simétrica. Una matriz se denomina simétrica si A = AT, es
decir, si a;; = aj. El nimero de componentes independientes de una
matriz simétrica de dimensién n x n es %

» Matriz antisimétrica. Una matriz se denomina antisimétrica si AT =
—A, es decir, si a;; = —aj;. Para cumplir esta condicién, los elementos
de la diagonal deben ser todos cero y, por lo tanto, la traza de una matriz
antisimétrica es igual a cero. El nimero de componentes independientes
de una matriz simétrica de dimensién n x n es @
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Toda matriz se puede descomponer en una matriz simétrica mas una
matriz antisimétrica. Si ¢;; son las componentes de la matriz C, entonces:

1 1
Cij = §C¢j + §Cij

1 1
= 5 (eij +ega) + 5 (e — ¢ji)
= Sij + A,’j.

Al intercambiar los indices i y j (i <> j) se obtiene S;; = Sj; y Ajj = —Aj;.
La matriz S es simétrica, mientras que la matriz A es antisimétrica.

» Matriz adjunta. La adjunta de la matriz A, denotada por A, es: AT =
(AT = (AT)*, donde el simbolo «*» se refiere al complejo conjugado.
Si la matriz es real, entonces la adjunta es igual a la transpuesta.

= Matriz ortogonal. Una matriz cuadrada A es ortogonal si su trans-
puesta es igual a su inversa. Esto es:

AAT=ATA=T & AT=A"1

Nota. Las transformaciones propias (impropias) se representan por ma-
trices ortogonales con determinante 1(—1).

» Matriz unitaria. Una matriz A es unitaria si AAT = I (o equivalente-
mente, AT = A~1). Esta definicién es la generalizacién del concepto de
matriz ortogonal al caso complejo.

» Matriz hermitica. Una matriz A es hermitica (o autoadjunta) si A =
A%, Estas matrices son de mucha importancia en fisica, ya que se usan
para representar observables en mecanica cuantica. Sus autovalores son
reales y sus autovectores son ortonormales, es decir, forman una base del
espacio al cual pertenezcan los vectores.

Transformacién de similaridad. Consideremos las matrices A y B de
dimensién n x n, y su inversa. Una transformacién de similaridad estd dada
por

A'=BAB™'.

Si la matriz B es ortogonal, la transformacién de similaridad es ortogonal y
si la matriz B es unitaria, la transformacién de similaridad es unitaria.
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A continuacién se presentan algunas instrucciones para trabajar con ma-
trices en el software Wolfram Mathematica® (en adelante Mathematica), el
cual es una herramienta muy util para realizar operaciones con matrices.

Codigo en Mathematica

1= A= {{5,0,0}, {0,3,-2}, {0,-2,3}} (*Genera la matriz A%*)
outfi]= {{5,0,0},{0,3,-2},{0,-2,3}}

In2:= MatrixForm[A] (*#Muestra la matriz*)

5 0 0
outRl= |0 3 -2
0 -2 3

in[3l:= Id=IdentityMatrix[3]//MatrixForm (*Genera la matriz
identidad 3X3%*)
1 00
Out[3]=

in[4:= Det[A] (*Calcula el determinante de la matrizx*)
Outf4]= 25

insl:= Tr[A] (*Calcula la traza de la matriz*)

outjs]= 11

infe]:= Solve[Det[A- A Id]==0, A] (*Calcula los autovalores de
la matriz Ax*)

oulsl— {{} =1}, {A =5},{) =5}}

in[7]:= Eigenvalues[A] (*#0Otra forma de obtener los autovalores
de la matriz Ax)

outl= {5,5,1}

infg]:= Eigenvectors[A] (*Devuelve los autovectores de la
matriz Ax)

oufsl= {{0,-1,1},{1,0,0},{0,1,1}}

infol= A.A (%o MatrixPower[A,2]. Devuelve el producto de la
matriz A por si mismax)

oufol= {{25,0,0},{0,13,-12},{0,-12,13}}




Capitulo 1: Tépicos matematicos fundamentales

FEjercicios

1.1 Obtener la traza y el determinante de cada una de las tres matrices de
Pauli (o1, o9, 03):

(01 (0 i (1 0
YVt1ro0) 27 \d o) B 1lo -1 )

Ademas, verificar que son matrices hermiticas.
1.2 Hallar 01 ® 02 y 02 ® 03.

1.3 Considere la matriz cuadrada Joy,x2, dada por

(%)

donde O representa una matriz n X n cuyos elementos son todos ceros y 1
representa la matriz identidad n x n. Haga explicita la matriz J para n = 2.

Demuestre que J? = —1I,, JTJ = I, (es decir, es ortogonal), JT = —J
y det(J) = 1. Cabe mencionar que la matriz J se utiliza en el formalismo
hamiltoniano y en las transformaciones candnicas.

1.4 Verificar que una matriz simétrica nxn tiene % elementos indepen-

(n=1)

dientes y que una matriz antisimétrica tiene ——— elementos independientes.

1.5 Demostrar que el determinante y la traza de una matriz son invariantes
ante una transformacién de similaridad.

1.6 Demostrar que la propiedad de hermiticidad es invariante ante una
transformacién de similaridad unitaria (la transformacién de similaridad uni-

taria de una matriz hermitica da como resultado una matriz hermitica).

1.7 Demostrar que (AB)T = BTAT y que (AB)! = BTAT.
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1.2. Rotacion de coordenadas

Consideremos dos sistemas cartesianos bidimensionales X — Y y X' — Y’
con el mismo origen. El sistema primado estd rotado un angulo 6 con respecto
al sistema no primado en el sentido contrario a las manecillas del reloj (ver Fi-
gura 1.1). Un punto P ubicado a una distancia r del origen tiene coordenadas
(z,y) o (2/,y') relacionadas por

2 = xcosf+ysenf

' = —xsenf+ ycosh. (1.3)

Las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma matricial:

'\ [ cos sinf x Y e
(2)-( =) () = reon s

donde O es llamada matriz de rotacion. Obsérvese que det (O) = 1 y que el
producto de dos filas (o columnas) diferentes es 0, mientras que el producto de

cada fila (o columna) por ella misma es 1. Ademas OO = OTO = I, donde
O7 es la transpuesta de O, e I es la matriz identidad. Es decir, la matriz de
rotacién es ortogonal.

YV

P <

Figura 1.1: Rotacion del sistema de coordenadas en un angulo 6.
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En tres dimensiones se tiene que

Ty 011 012 013 X1

iL'IQ = 021 022 093 To <~ 77/ = 0777
/

Ty 031 032 033 3

con

3
/ .
T, = E oz, 1=1,2,3.
Jj=1

Los elementos o0;; son los cosenos directores (los cosenos de los dngulos en-

a

. ow R’ . ..
tre los ejes xj y x; dados por 7-*), los cuales satisfacen las condiciones de
J

ortogonalidad
3 3
ZOijOik =0k, O equivalentemente Zsz‘Oki = 0jk, (1.5)
i=1 i=1

donde 4 es el Delta de Kronecker, definido de la siguiente manera:
1 s o=k
5J’“_{0 si j#£k (1.6)

1.8 Obtener las Ecuaciones (1.3).

1.9 A partir de la Ecuacién (1.4), obtener las coordenadas (x,y) en fun-
cién de las coordenadas (2, y’) (transformacion inversa).

1.10 Verificar que la matriz de rotaciéon O dada por la Ecuacién (1.4)
es ortogonal.

1.11 Escribir explicitamente las Ecuaciones (1.5).

1.12 Demostrar que para angulos pequenos la matriz de rotacién Ozxg =
I+ i0oy ~ eia‘”, donde o9 es matriz de Pauli:

0 —1
0-2:(1' 0)

1.13 Escribir la matriz de rotacién asociada a rotaciones alrededor del eje
X3.
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1.3. Escalar

Una funcién escalar S es aquella que permanece invariante (no cambia)
ante una transformacién de coordenadas. Esto es: S(x,y,z) = S(2/,y/, /).

Como ejemplos de escalares tenemos la temperatura, la masa, el tiempo,
la carga eléctrica, la distancia entre dos puntos, etc.

Hay algunas cantidades que cambian de signo cuando se hace una inversién
de ejes (x; — —x;); a estas se les llama seudoescalares. Por ejemplo, el volumen
(V) de un cuerpo es un seudoescalar, ya que V(z/,y', 2') = =V (z,y, 2).

1.4. Vector

La cantidad V' = (V1, V5, V3) es un vector si sus componentes se comportan
ante una transformacién de coordenadas de la siguiente forma:

3
Vil = ZOUVj < V;/ = OijVj. (17)
=1

En la dltima ecuacion se ha usado la convenciéon suma de Einstein para abre-
viar la expresion; en esta notacién se entiende que hay una suma sobre el
indice repetido. Los elementos o0;; corresponden a los elementos de la matriz
de rotacién O. La relacién entre las componentes rotadas (V;) y no rotadas
(V;) del vector corresponde a una transformacion lineal.

Como ejemplos de vectores tenemos las siguientes observables: desplaza-
miento, velocidad, aceleracién, fuerza, momento lineal, momento angular (o
cinético), torque (o momento de fuerza), etc. La Expresién 1.7 se puede ge-
neralizar a un vector de N dimensiones V = (V1,Va, ..., V). En este caso se
tiene:

VIZOij‘/j, jzl,N (18)

2
Todo vector se puede representar en forma general como V = V;é; (usando
la convencién suma de Einstein), donde los é; son vectores unitarios ortonor-
males que forman una base del espacio vectorial al que pertenecen.

La magnitud de un vector es un escalar y estd dada por

V=V]=(V2+VE+ -+ VD). (1.9)
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Ejemplo 1.1 I

Sea V = (Vi, Va) = (zycy + y2ey, —w2c, — xycy). Verificar que Vi y V; sa-
tisfacen las reglas de transformacién (1.8), donde ¢, y ¢, son las componentes
de un vector constante ¢.

Solucién.
Las componentes rotadas del vector deben cumplir con la transformacion
lineal V' = 0;;V}:

» i =1: V] =y/(a'c), +yc,). Desarrollamos primero el término dentro del
paréntesis:
2'cl, +y'c,, = (x cos O + ysinf)(c, cos 0 4 ¢, sin0)
+ (—xsinf + ycosf)(—cy sinh + ¢, cos 9)
= 2, (cos? 0 + sin? 0) + ye, (cos? 0 + sin? )

= xCy + Ycy.

Podemos observar que este término es invariante bajo rotaciones (esca-
lar) por lo que:

Vl/ = y/(xcz + ycy)
= (—wsinf + ycosh)(xc, + ycy)
= (wycy + yPcy) cos O + (—xPc, — xyc,)sinf
=VicosO+ Vosinf = 011V + O12V5.

v i=2Vy = -2l (2le, + Y.

Vy = —a'(zey + yey)
—(ZE cos @ + ysin 6)(re, + ycy)
—(zyce + y2cy)sin @ + (—a?c, — wyc,) cos O
= —Visinf + Vo cos @ = O91Vy 4+ O Vs,

De esta manera, se ha mostrado que las componentes V; y Vj satisfacen
las reglas de transformacién (1.8).
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Ejercicto

1.14 Demostrar que la magnitud del vector V = (V1, V) es invariante ante
una transformacién de coordenadas.

1.5. Producto de un escalar por un vector

El producto de un escalar (A) por un vector (A) produce como resultado
otro vector. Algunos observables en fisica tienen esta estructura. Por ejemplo,
F= ma, p=muvy F= qE donde los vectores F a, p, v, E denotan fuerza,
aceleracién, momento lineal, velocidad y campo eléctrico, respectivamente, y
los escalares m y q se refieren a la masa y a la carga, en su orden.

Derivada respecto al tiempo del producto M

dAA)  d\ »  dA
b7 EA +Ao (1.10)

Los dos términos del lado derecho de la ecuacién anterior son vectores. Esta
expresion se usa, por ejemplo, en la segunda ley de Newton cuando la masa
de la particula no es constante. En este caso la segunda ley de Newton es:

o dp d(mﬁ) _dv _dm

dt — dt dt+ dt

Preguntas. (1) ;Qué efecto se produce en un vector cuando se multiplica
por un escalar? ;Cambia su direccién? ;Cambia su magnitud? (2) ;Conoce
algunos sistemas fisicos donde la masa varie con el tiempo? Mencione algunos
ejemplos.

1.6. Producto escalar de dos vectores

Consideremos los vectores A = Azt + Ayj + Ak = Zg’zl Aié y B =
Bi+Byj+B.k = Z?:l B;é;,donde é; =1, é; = Jy é3 = k. El producto escalar
(o producto punto) entre los vectores A y B estd definido por la expresién:

A- B = ABcosb, (1.11)
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donde 6 es el angulo entre los dos vectores. Obsérvese que Bcosf es la proyec-
cién del vector B sobre el vector A (ver Figura 1.2), y que el producto escalar
es cero cuando los dos vectores son perpendiculares. Ademds, si 0 < 6 < ,
entonces, —AB < A.-B < AB.

Si A = B en la Ecuacién 1.11, se obtiene la magnitud del vector mediante
el producto escalar:

A-A = A%

=

A = JA. (1.12)

Figura 1.2: Proyeccion del vector B sobre el vector A.

Una cantidad fisica que se define mediante el producto escalar es el trabajo
mecdnico (W) realizado por una fuerza 13, cuando la particula se desplaza de
una posicién a otra: W = F - Ay = F(Ar)cos6, donde Ar es el vector des-
plazamiento y F es la fuerza que actuia sobre la particula. Notese que cuando
estos dos vectores son perpendiculares, la fuerza F no realiza trabajo sobre el
cuerpo.
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Algunas propiedades del producto escalar:

— —

» Es conmutativo: A-B=5-A

= Es distributivo respecto a la suma de vectores: A- (B4 C) = (A - B) +

—

(4-C)

v

» Es asociativo respecto al producto por un escalar A: A(4-B) = (AA)-
A-(\B).

En general,

N
&
I
—
M w
=
>
&
—
M w
s>
Q('Y:)
~

= > AiBjé; - ¢ (1.13)

donde se usé la convencién suma o convencién de Einstein en el Gltimo término.
Ademas, se asumi6 que

& - &5 = 0ij, (1.14)

con 0;; simbolizando el Delta de Kronecker (ver Ecuacién (1.6)).

Derivada respecto al tiempo de un producto escalar:

d(A-B) dA - . dB
- B A. =
dt a P w
Observe que el resultado de esta derivada es un escalar.

(1.15)
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Ejemplo 1.2 I

Demostrar que para una particula de masa constante m

dT o
— =F.% 1.16
dt . (1.16)

donde v es la velocidad de la particula, T es la energia cinética (%mvz) y F es
la fuerza que actia sobre la particula (%), con p = m# denotando el momento
lineal.

Solucidn.

En la Ecuacién (1.15) asuma que los dos vectores son iguales: A = B = o

d(v-v) dv dv dv
= .4+ —=2".7 1.1
a a UV (L17)
es decir,
L) _dv
2 dt  dt
Al multiplicar la ecuacién anterior por la masa m se obtiene:
d(3mv?) d(m?)
_— = —_—
dt dt ’
dr -
— = F.v. 1.18
o v (1.18)

Pregunta. ;Cémo cambia esta ecuacion si la masa m no es constante?
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Ejercictos

1.15 Utilizando la definicién de producto escalar, hallar un vector perpen-
dicular al vector M = 37+ 47 — 5k. ;El vector hallado es tinico?

1.16 Dados los vectores A = 27 — 37+ 4k y B = 4 — 27 — I%, hallar el
producto escalar A - B y el dngulo entre los dos vectores.

1.17 Verificar que 6;; = 3 y que C; = C;0;;.

1.18 La ecuaciéon de un plano es x + y + z = 0. Escribir esta expresién
como un producto escalar entre dos vectores. ;Qué concluye?

1.19 Dos vectores A y B tienen la misma magnitud. Suponga que la mag-
nitud de la diferencia entre ellos (]A— B|) es 100 veces la magnitud de su suma
(|JA + BJ). ;Qué dngulo forman los vectores? ;Podrian ser perpendiculares?

1.20 ;Cémo cambia el producto escalar de dos vectores ante una inversién
de coordenadas (x; — —x;,i=1,2,3)7
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1.7. Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial A x B entre los vectores A y B es otro vector, per-
pendicular al plano determinado por A y B. Su direccion estd determinada
por la regla de la mano derecha y su magnitud por

|A x B| = ABsen®), (1.19)

donde 0 es el angulo entre los vectores. A partir de esta expresién se concluye
que si los dos vectores son paralelos, su producto vectorial es cero.

En fisica hay varias cantidades que se definen u obtienen a partir de un
producto vectorial. Por ejemplo, L=7x P, T =T X F y ¥ = & X 7, donde Les
el momento cinético o angular, 7 es el torque o momento de una fuerza, & es
la velocidad angular y 7 es el vector posicion de la particula; ¢/, p'y F denotan
la velocidad, el momento lineal y la fuerza, respectivamente.

Otra forma de hallar el producto vectorial es a través del determinante

o 7k
AxB=| A, A, A, |. (1.20)
B, B, B.
Utilizando propiedades de determinantes se demuestra que AxB=-BxA.

En forma compacta, la i-ésima componente de A x B se puede escribir como:
(/Y X g)z = eijk:AjBky (1.21)
donde €;;;, es el tensor Levi-Civita (ver Ecuacién (1.2)).

Derivada respecto al tiempo de un producto vectorial:

d(Ax B) dA _ & . dB
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Ejercictos

1.21 Considere la matriz (trabajada al final de la Seccién 1.1)

5 0 0
A=]10 3 -2
0 -2 3

Con ayuda del Mathematica, comprobar que los autovectores de la matriz
A son perpendiculares entre si. Como veremos méas adelante, en el caso en que
A esté asociada al tensor de inercia de un cuerpo rigido, estos tres vectores
indican la direccién de los ejes principales del cuerpo rigido. En este ejemplo,
uno de ellos corresponde al eje X y los otros dos se encuentran en el plano YZ.

1.22 Demostrar que:

(AxB)> = (AxB)-(Ax B)=A?B>—(A-B)?,
A-(BxC) = B-(CxA)=C-(AxB),
Ax(BxC) = B(A-C)-C(A-B),
(AxB)-(CxD) = (A-C)B-D)—(A-D)B-C)
1.23 Demostrar que €;jk€ipg = 0jpOrg — 0jqOkp = ‘ g; 52’(1 . Sugerencia:
P q

partir de la tercera ecuacién del punto anterior.

1.24 ;Qué condiciones deben cumplir los vectores ¥y p para que el mo-
mento angular de un cuerpo, L = 7 X p, sea cero?

1.25 ;Qué condiciones deben cumplir los vectores ¥y p para que el mo-
mento angular de un cuerpo, L = 7 X p, sea un valor constante diferente de
cero?

1.26 ;Cémo cambia el producto vectorial de dos vectores ante una inver-
sién de coordenadas (z; — —x;,1 =1,2,3)7
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1.8. Coordenadas cilindricas y esféricas

1.8.1. Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas estén dadas por (ver Figura 1.3):
Y
=\/22+y%  $p=arctan>; z =z, 1.23
p x?+y ¢ = arctan . z=z ( )

donde

T =pcoso; Y= psenqo. (1.24)
Los vectores unitarios de las coordenadas cilindricas en términos de los
vectores unitarios cartesianos estan dados por:

dr
p = dp =17cos¢+ jsen¢
@" k)
dp
ar
b = flﬁ, = —isen ¢ + jcos ¢, (1.25)
d¢
;2 = 2

Los vectores posicién, velocidad y aceleracion pueden ser escritos como:

o= pp+=2Z,
7= pp+ph+ 23, (1.26)
Fo= pp+2pp+ pp+ 2.
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Figura 1.3: Coordenadas cilindricas.

A partir de las Ecuaciones (1.25) se obtiene p=0dyp=dd— d*p.
Reemplazando estas expresiones en 7y 7 (dadas por las Ecuaciones (1.26))

se obtienen las componentes de la velocidad y la aceleracion en coordenadas
cilindricas:

UP = P
v = po. (1.27)
v, = Z
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y
ap = p_p¢2a
ag = po+2p9, (1.28)
a, = Z.

1.8.2. Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas se definen como (ver Figura 1.4):

r= /22 +y2 + 22 0:arccos§; qﬁzarctan%, (1.29)
donde 0 € [0,7]; ¢ € [0,27] y

xr=rsenfcos¢; y=rsenfsen¢; z=rcosb. (1.30)

Los vectores unitarios de las coordenadas esféricas en términos de los vec-
tores unitarios cartesianos estan dados por:

dr
Fo= % =1isenfcos¢ + jsenfsen ¢ + l%cos@,
dr
dr
6 = ?[?’ = 7cos B cos ¢ + Jcosfsen ¢ — ksen b, (1.31)
do
dr
. dé L .
¢ = ‘d?" = —isen ¢ + jcos ¢.
do
Los vectores posicion, velocidad y aceleracion pueden ser escritos como:
o= TP
N (1.32)
R R
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Figura 1.4: Coordenadas esféricas.

A partir de las Ecuaciones (1.31) se obtiene 7 = 00 + dsenfo y 7 =
—(62 + ¢?sen? )7 + (6 — ¢?sen Bcosh)f + (dsen O + 20¢ cos B)p. Al sustituir
estas expresiones en 7 y 7 (dadas por las Ecuaciones (1.32)) se obtienen las
componentes de la velocidad y la aceleracién en coordenadas esféricas:

v o= T,
vg = 78, (1.33)
vy = rsenfo
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y
ar = i —1r6%—rsen®0¢?,
ag = 10+ 20 —rsendcos0p?, (1.34)
ag = rsen 0¢ + 2idsen b + 2rfg cos 0.

FEjemplo 1.3 I

A partir de las Ecuaciones (1.31) obtener 7, § y ¢, en funcién de los
vectores unitarios en coordenadas esféricas.

Solucién.
(a) Tomando la derivada respecto al tiempo de la primera de las Ecua-
ciones (1.31) se obtiene:

-

= (0 cosfcosp — igsenfsen d + j6 cos B sin ¢ + jdsen d cos ¢ — l%ésen@,
= 6 (icosfcos ¢+ Jcosfsin ¢ — ksen ) +dsend (—isen ¢ + jcos @),

0 é

-

= 06+ dsen 0@.
(b) Considerando la derivada respecto al tiempo de la segunda de las
Ecuaciones (1.31) se obtiene:

-

é = —iésen@comb—igﬁcos@send)—jésen@sengb—i—jq%cos@cosgﬁ—1250'0089,
é = —é(isen0c0s¢+jsenﬁsen¢+lz:cosﬁ) +¢cos B (—isen ¢ + jcos p),

7 ;
é = 79'7“+¢.>c059$.

(c) Al derivar respecto al tiempo la tdltima de las Ecuaciones (1.31) se
obtiene:

QZ; = —iqﬁ cos ¢ — jgb sen ¢,
é = —é(icosqﬁ + jsen ¢),
¢ = —o(sen 7 + coshf).
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1.9. Tensores

Un tensor T de rango r es una estructura matematica cuyas componen-
tes Tjjk.., se transforman, bajo una rotacién de coordenadas, de la siguiente
manera (nos limitaremos solo a este tipo de transformaciones):

z/]k(Xl) = AimAjnAkp v 'Tmnp.i.(X), (1.35)

donde estédn implicitas sumas entre indices repetidos y A;y,, = 0}/, es el
coseno del angulo entre los ejes  y x,.

Un tensor T es totalmente simétrico cuando al permutar cualquier par
de indices se obtiene la misma componente: T ;.. = T 4p... Por otro lado,
cuando al permutar un par de indices se obtiene la misma componente mul-
tiplicada por —1, el tensor es antisimétrico: T pq.. = —T 4p.... En fisica son
muy importantes los tensores y es 1til determinar si el tensor es simétrico (o
antisimétrico).

A continuacién se presentan algunos ejemplos de tensores.

= Escalares: son tensores de rango 0.
= Vectores: son tensores de rango 1.

= Delta de Kronecker §;;; (definido en la Ecuacién (1.6)): es un tensor
simétrico de rango 2. En tres dimensiones, tiene seis componentes nulas
(cuando j # k). Sus componentes no nulas (e iguales a 1) son 011, 22 ¥
033. Este tensor se representa por la matriz identidad I.

» Levi-Civita ¢;;, (definido en la Expresién (1.2)): es un tensor de
rango 3, antisimétrico en cualquier par de indices. En tres dimensiones,
tiene 27 componentes de las cuales seis son no nulas: €123, €132, €213, €231,

€312 Y €321-

= Tensor de Inercia: para un sistema conformado por N particulas, las
componentes del tensor de inercia estan definidas por

N 3
ﬂjk = Z M 5jk Z x?)z,i — Ta,jTak | > (136)
a=1 i=1
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donde m, es la masa de la a-ésima particula, x,; es la j-ésima com-
ponente del vector posicién de la a-ésima particula, d;, es el Delta de
Kronecker y 5, £ = 1,2,3. La expresion para el tensor de inercia es
simétrica, ya que lj; = lg;. Por lo tanto, tiene seis componentes inde-
pendientes: 1, lao, l33, I12, l13 € los.

Si la distribucion de masa en el cuerpo es continua, la expresiéon para
calcular las componentes del tensor de inercia serd

Lk = ///P(F) (%‘kZﬂﬂg —xﬂk> av, (1.37)

donde p es la densidad del cuerpo y dV el diferencial de volumen.

= Tensor de campo electromagnético: es un tensor de rango 2, cu-
yas componentes estan dadas por F, g = 0,43 — 0gAa, donde o, 3 =
0,1,2,3, Ay = (®/c, ff) es el cuadripotencial y 9, = (6%0, V). Este ten-
sor es antisimétrico, ya que F,3 = —Fpg, y su representacién matricial
es

0 E./c Ey/c E./c
—Ey/c 0 -B. By
—-Ey/c B, 0 —B, |’
~E.Je -B, By 0

donde E; son las componentes del campo eléctrico y B; son las compo-
nentes del campo magnético.

Nota. Un tensor de segundo rango se puede representar por una matriz,
pero no toda matriz cuadrada corresponde a un tensor.

Producto directo entre tensores. El producto directo de dos tensores
es un tensor de rango igual a la suma de los rangos de los dos tensores. Por
ejemplo, el producto directo de un tensor de segundo rango con uno de tercer
rango da como resultado un tensor de quinto rango: A;; ® By = Ajk By =
Tjkmip- Otro ejemplo importante es el producto directo de los vectores C =
(C1,C5,C5) v D= (D1, D2, D3) definido como C ® D = CD y componentes
C;D; = Ty, el cual da un tensor de segundo rango. En tres dimensiones la
representacion matricial de este tensor es:
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CiDy CiDy CiDs
Ce®D=CTD=| CyD, CyDy CsD3
C3Dy C3Dy C3D3

Contraccién de tensores. Esta operacion entre tensores es una generali-
zacién al producto escalar entre dos vectores. Al multiplicar escalarmente dos
vectores (tensores de rango 1) se obtiene un escalar (= tensor de rango 0). La
suma de los rangos de los tensores que intervienen en el producto es 2 y el
rango del tensor final es 0, es decir, disminuye en dos el rango al contraer los
indices. Asi, se generaliza la contraccion de tensores de la siguiente forma:

Aijk:m Bpj = Tipkm'

Si en un producto directo de tensores hay dos indices repetidos, el resultado fi-
nal es un tensor cuyo rango es la suma de los rangos de los tensores menos dos.

Ejemplo 1.4 I

Demostrar que el producto de un tensor simétrico por uno antisimétrico
(en el mismo par de indices) es cero.

Solucién.
Asumiendo que A es un tensor de rango n, simétrico en los indices j, k, y
que B es un tensor de rango m, antisimétrico en los mismos indices j, k, se

obtiene:

A k. B jk.=A k. B k. (intercambiando j <> k)
= (A _jk.)(—B._jk..) (por ser A simétrico y B antisimétrico)
=—A k. B _jk.
=0.

De acuerdo con este resultado se obtiene d;;€;53 = 0.
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FEjemplo 1.5 I

Obtener la traza del tensor de inercia.

Solucién.
La traza del tensor de inercia esta dada por:

Traza |l =011 + oo + [33.

Utilizando la Ecuacién (1.36) se obtiene:
Trazal = Z Mq (511 Z le — xa,lan) + Zma (622 Zm?“ — Ia72Ia72>
« 7 e’ %
+> mq (533 > oali - %,3%,3)
a %

- S (z TS SIS oI B S S )
« 7 7 7
Trazal = QZWQZQ%,Z' = 227”047"3

Ejemplo 1.6 I

Obtener el tensor de inercia para un cuerpo rigido plano.

Solucion.

Supongamos que el cuerpo estda en el plano XY. En este caso el vector
posicién de la a-ésima particula es 75, = (%4, Yaq,0). Las componentes del
tensor de inercia son (ver Ecuacién (1.36)):
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Las componentes no diagonales estan dadas por:

lio = Zma (0 - wa,lxa,Z) = - Zma:caya
o «

li3 = Zma (0 - ma,lxa,?)) =0
«

o3 = Zma (0 —2q,2%0,3) =0
«

Ejemplo 1.7 I

Obtener el tensor de inercia de la molécula de agua (ver Figura 1.5).

Solucién.

La molécula de agua es un cuerpo rigido plano conformado por tres masas.
Por lo tanto, se pueden aplicar los resultados obtenidos en el ejemplo anterior.
Los vectores posicion de los atomos son:

Y
A
H;
a//
%,
y
Ogh’* 20
o —
? J52°0
N
\\
\\
(AN
.
\\
H,

Figura 1.5: Molécula de agua.
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Asumiendo que m; = mp = 16m, mg = mpg, = my mg = mpg, = m, las

T_i - T_é = (07 Oa 0)7
5 = rig, = (acosb2° asenb2°,0),
r3 = rg, = (acosb2°, —asen52°,0).

componentes del tensor de inercia son:

l13
lo3

3
Z may? = 2m(asen(52°))?,

3
Z maz2, = 2m(acos(52°))2,

D11 + Do = 2ma?®(sen?(52°) + cos?(52°)) = 2ma?,
3

- Z MaTalo = —ma(cos 52° sen 52° — cos 52° sen 52°) = 0,

a=1

0,
0.

De esta manera, la matriz asociada al tensor de inercia es

sen?(52°) 0 0
I = 2ma? 0 cos?(52°) 0
0 0 1
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FEjemplo 1.8 I

Obtener el tensor de inercia respecto al origen del tridngulo rectangulo e
isosceles que se muestra en la Figura 1.6.

Solucién.

Este es otro ejemplo de cuerpo rigido plano (de distribucién continua de
masa) de tal manera que también se pueden aplicar los resultados del Ejem-
plo 1.6, teniendo en cuenta que el tridngulo tiene distribucién continua de
masa.

g

> X

(0,0) (a,0)

Figura 1.6: Triangulo rectangulo e isésceles.

Como la distribucién de masa es superficial, el tensor de inercia es (ver
Ecuacién (1.37))

Zj—// r6Z]—m,x] dA— // z2 +y U—mzx]}dA
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En la expresién anterior se tuvo en cuenta que o = m/A = 2m/a?, donde
A es el drea del tridngulo (= a?/2), y que z = 0. Teniendo en cuenta que la

hipotenusa del tridngulo esta dada por la ecuacién y = —x+a, las componentes
del tensor de inercia son:
2m [0 [~rta ma?
ln = *2/ / y dedy = ——,
a* Jo Jo 6
2m [0 [~rta ma?
oo = —2/ / dedy = ——,
a* Jo Jo 6
2
ma
I3 = M+l = =5
2m, [ [—rta maZ
lig = —— rydrdy = ———
12 a2 /0 /o yarey ="
lis = 0,
los =

FEjercicios

1.27 Demostrar que €;1€;x = 6.
1.28 Demostrar que €;x€pjx = 20;p.

1.29 Las componentes del tensor de cuadrupolo eléctrico estan dadas por

Qij = /(3:51-%- — r25ij)p(x1,x2,a:3)d3:r,

donde p es la densidad de carga eléctrica. jEs simétrico este tensor? Calcule
su traza.
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1.10. Derivada total de una funcion

Consideremos un conjunto de variables ¢;(t), i = 1,...,n, que dependen
de la variable independiente t y una funcién F' que depende de éstas variables,
F=F(q,q2,--.,q;t). La derivada total dt estd dada por:

oF dqZ aF

% = Z 90 dt (1.38)

En particular, cuando F sea una funcién que dependa explicitamente de las
variables z, y y z: F' = F(z,y, 2), la derivada total % estard dada por:

dFf _OFdx 0OFdy 0Fdz OF

a T ordt oy Ay dt Yorat ot (1.39)

La expresion anterior se puede escribir como un producto escalar de la siguiente
forma:

dF <aF OF 8F) <dm dy dz> OF = dif OF
a ot dt = ot’

— —_— = _— =, — F— 4+ — 1.4
dt Ox’ Oy’ 0z dt’ dt’ dt v + (1.40)

donde V es un operador diferencial cuya representaciéon en coordenadas car-

tesianas es V = (9/dx,d/dy, d/dz).

En un curso de mecénica clésica se requerird obtener derivadas totales de
: . : dE dL
funciones con respecto al tiempo. Por ejemplo, obtener <7, <7 y dt , donde F,
L y H son la energia total, el lagrangiano y el hamiltoniano, respectivamente.

FEjemplo 1.9 I

Sea E =T +U,donde T = T(%;), U = U(zy;t) y E = E(&;,;), donde
i =1,2,3, son las energias cinética, potencial y total, respectivamente, y t re-
presenta el tiempo. Demostrar que, para un sistema conservativo (ﬁ = —VU),
se tiene que dE/dt = U/ 0Ot.
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Solucién.

dE
Obtenemos G,

dE dr dU

W T @ A
oU dx; 8U
= F.
+Zaxldt ot
Lo .U
= F-7+VU -7+ —
T
B U
a ot

En el segundo renglén se usé la Ecuacién (1.16) con la notacién ¢ = 7 = ‘f{t

El resultado anterior indica que si la energia potencial U no es una funciéon
explicita del tiempo, entonces, % = 0, indicando que el campo de fuerzas es

conservativo.

Ejemplo 1.10 I

El lagrangiano de un sistema es una funcién (realmente es una funcional)
que depende de las coordenadas generalizadas (¢;) y de las velocidades gene-
ralizadas (¢;), variables que a su vez dependen del tiempo (t): L = L(qg;, G;; ),
j=1,---,3n—m, donde n es el nimero de particulas y m es el nimero de
ligaduras. Hallar %

Solucioén.
Aplicando la Ecuacién (1.38) se obtiene:

Z oL oL
p— + —_—
dt [8% 4+ 0q; 030 ot
. ., oL d oL __ . ..
Ahora, utilizando la expresion 2= — £ 2= — (), conocida como ecuacion de
0q; dt Oq;

Lagrange, se llega a
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S o [ S RN
— |\ dt og; aq; " "ot

Usando la regla para derivar un producto, obtenemos la expresion para (fif

Zdt( 8L> %f (1.41)

En mecénica clésica es frecuente el uso de la funcién energia definida como
h =% qjg—qu — L. Reorganizando la Ecuacién (1.41) se puede obtener la
razon de cambio de h respecto al tiempo:

oL d . OL
i dt(zq]ﬁq'j_L)
J

dh oL
= = 5 (1.42)

Ejemplo 1.11 I

El hamiltoniano de un sistema es una funcién (realmente es una funcional)
que depende de las coordenadas generalizadas (g;), los momentos generaliza-
dos (pj) y el tiempo (t): H = H(qj,pj;t). Hallar ng

Solucién.

+5‘H
ot

dH Z OH +8H
aqjq] 6 p]

J

Ejercicios
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1.30 El lagrangiano y el hamiltoniano se pueden relacionar mediante una
transformacion de Legendre de la siguiente forma:

H (g, prst Zpqu — L(qr, 4r; t)- (1.43)

(a) Obtener el diferencial del lado derecho de la transformacién de Legen-
dre (Ecuacién (1.43)) y demostrar que

L
=t

. . 0
dH = (Gdpr — Pedar) — 5

k

. oL
asumiendo que pp = 8qk y P = Dar-

(b) Calcular el diferencial del lado izquierdo de la Ecuacién (1.43)
(dH (qx,pr;t)) v comparar los coeficientes de dgi y dpy con los hallados en
(a), para obtener

L_od . 0H
qk Ok Pk e

A estas ecuaciones se les conoce como ecuaciones de Hamilton.

1.31 Considere el hamiltoniano H = H(q;, p;;t). Utilizando las ecuaciones

de Hamilton (ver ejercicio anterior) demostrar que ddt = %—Ig (utilice el resul-

tado del Ejemplo 1.10).

1.32 El vector posicién de la i-ésima particula en funcién de las coorde-

nadas generalizadas ¢;, se escribe como 7; = 7i(q1, g2, ..., qn; t), donde ¢ es el

tiempo. Recordando que v; = ‘Zt , muestre que

or; E)m
] 1.44
=2 g0 (1.44)
A partir de la ecuacién anterior demuestre que
or; O
g _ 9h (1.45)
94 Oq
or;  0v
Tenga en cuenta que — = —.
94— 94




_

\

Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

Ejemplo 1.12 I

Demostrar que la energia cinética se puede escribir como la suma de tres
términos: T = Ty + 11 + T», donde Ty es independiente de las velocidades
generalizadas, T} es lineal en las velocidades generalizadas y T5 es cuadratica en
estas velocidades. Ademds, mostrar que si el sistema es esclerénomo (es decir,
si el tiempo no aparece explicitamente en las ecuaciones de transformacién de
coordenadas), se cumple que

Z qz 8%

Solucién.
Consideremos un sistema conformado por n particulas. Su energia cinética
T estd dada por:

"1
T = Zizimivg,
= anlmﬁ' v;
- 2 (3]
_ il i . 87"1 Z 67’} . 7y
— 5 8q] :
~1 W ar:- 8m. or; or;
T = qwz ikGidr = T0+T1+T2, (1.46)
donde:
"1 or;
= 3 (%)
37“1 87“1
M, = )
25y,
" or;
M, = . 1.47
ik Z aqj ' Par (1.47)
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Se observa que Ty es independiente de las velocidades generalizadas mien-
tras que 17 y T5 son expresiones lineal y cuadratica en las velocidades gene-
ralizadas, respectivamente.

Si el sistema es esclerdnomo, es decir, si el tiempo no aparece explicita-
mente en las ecuaciones de transformacién, se obtiene 3” = 0. Esto hace que
My =0y My =0, implicando que Ty = 0y T1 = 0. Por lo tanto, en un sistema
escleronomo la energia cinética es una funciéon cuadratica en las velocidades
generalizadas:

T= Z 14 G- (1.48)

La derivada de esta expresion respecto a g es:
=Y Mjig; + Y Mg
8ql ,
J k
multiplicando por ¢; y sumando sobre [ se obtiene:
ZCH =Y Mugig + Y M. (1.49)
4.l Kl

Como k y j son indices mudos, se puede intercambiar a k por j en el segundo
término, obteniéndose que los dos términos son semejantes. Por lo tanto,

T .
Sagre = 23 Mygia = °r. (1.50)
T Od T

Esta expresién es importante ya que muestra que para un sistema esclerénomo
la energia cinética es funcién homogénea de grado 2. Este resultado es un caso
especial del Teorema de Euler para una funcién f(y,...,yr) homogénea de
grado n, el cual se expresa de la siguiente manera

Zyk(%}; =nf. (1.51)
k
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1.11. Actividades complementarias

1. Consultar sobre los siguientes operadores vectoriales: gradiente (ﬁgb), di-
vergencia (V - A), rotacional (V x A) y laplaciano (V - V¢ = V2¢), donde
¢ es una funcion escalar y A es una funcién vectorial.

2. Con el objetivo de reforzar los temas de producto escalar, producto vectorial
y tensores se recomienda estudiar el articulo:

« Heras JA. Decomposition of a symmetric second-order tensor. Eur J
Phys. 2018; 39.

En este trabajo se descompone un tensor simétrico de segundo orden a
partir del producto escalar y vectorial entre un vector y el tensor simétrico.
Se presentan ejemplos aplicados al tensor de esfuerzo de Maxwell y a los
tensores de inercia de una esfera sélida y de un cubo.

3. Con el proposito de reforzar el tema de matrices complejas y transforma-
ciones de similaridad unitarias, se sugiere estudiar el articulo:

« Haber HE. A tale of three diagonalizations, Int. Int Jour Mod Phys A.
2021; 36.

Este trabajo es una nota pedagbgica en la cual se discuten tres procedi-
mientos para diagonalizar una matriz compleja 2 x 2 lo mas general posible.
Los tres formalismos utilizados podrian ser de gran utilidad al trabajar con
estas matrices.

4. Consultar sobre los grupos de Lie SU(N) y SO(N) y el homomorfismo
entre los grupos SU(2) y SO(3).

Los elementos de un grupo de Lie se pueden representar de la forma e
donde o, son los pardmetros continuos del grupo y A, son los generadores
del grupo (son matrices).

—iQnAn
k)

Los grupos de Lie SU(N) estédn conformados por matrices unitarias n X n
con determinante +1.
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Los grupos de Lie SO(N) son conjuntos de matrices ortogonales n x n con
determinante +1.

Sobre el grupo SU(2). Sea @ una matriz del grupo SU(2). En general, Q

tiene la forma:
_ [« B
o= (77)

En principio la matriz @ tiene ocho parametros. Sin embargo, al imponer
la condicién QQT = I se obtiene: f = —v* y § = o*. Es decir, quedan solo
cuatro pardmetros y la matriz Q se puede escribir de la siguiente manera:
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Si ademas se impone la condicion Det Q = 1, se tienen solo tres pardmetros
independientes (coincide con el nimero exigido para especificar la orienta-
cién de un cuerpo rigido).

Sobre el grupo SO(3). Estd conformado por las matrices ortogonales 3 x 3

con determinante +1. Son las matrices que hacen las rotaciones en un
espacio de tres dimensiones.






