Capitulo

Elementos
de la mecanica newtoniana

Uno de los aspectos distintivos de la fisica es la estructura matemaética que
utiliza para establecer sus leyes. Qué tanto se conoce acerca de algo en fisica,
usualmente se relaciona con lo bien que se pueda medir y/o expresar numérica-
mente. Cuando las ideas de la fisica se formulan en términos matematicos son
concretas; esto es lo que permite que cualquiera pueda comprobar o refutar
sus predicciones.

La mecénica es la rama de la fisica que estudia el movimiento de los cuer-
pos materiales. A pesar de los grandes progresos que tuvo la fisica en Grecia en
los siglos IIT y IV A.C., el verdadero desarrollo de la mecénica (y de la fisica)
se inicia a partir de las formulaciones de Kepler (1571 - 1630), Galileo (1564
- 1642) y Newton(1643 - 1727) en el siglo XVII. Histéricamente, la mecéanica
fue la primera teoria en ser descrita en forma matematica.

La mecéanica se puede subdividir en dos ramas, la cinemética, que estudia y
describe las trayectorias de los cuerpos durante su movimiento, y la dindmica,
que determina cudles son las trayectorias o movimientos posibles a partir de
las fuerzas que actian sobre los cuerpos.
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2.1. Cinematica de una particula

La cinemaética es el estudio y la descripcién matematica de las trayecto-
rias de movimiento de los objetos materiales, sin hacer alusion a las causas
de dicho movimiento. Por facilidad, supondremos que el lector tiene una idea
basica de los conceptos de longitud y tiempo. Empezaremos con la descripcion
del movimiento de una particula (o masa puntual), definiendo esta dltima co-
mo un objeto cuyo tamafio y estructura interna son despreciables en relacion
con el contexto del problema a estudiar. Por ejemplo, un objeto del tamano
de un balén de futbol que cae bajo la atraccién gravitacional de la tierra, o
la tierra misma orbitando alrededor del sol, podrian considerarse en muchos
casos como particulas.

Para establecer la ubicacion de una particula se requiere especificar la po-
sicion de un punto en el espacio, con respecto a un sistema de referencia.
Esto se logra, por ejemplo, en un espacio tridimensional, definiendo una tri-
pleta ordenada (z,y, z) con respecto a un sistema de coordenadas cartesiano
X — Y — Z. Definimos el vector posicidn (F) como el vector que parte del
origen de coordenadas X —Y — Z y llega al punto (z,y, z) donde se encuentra
la particula.

7= zi+ yj + zk. (2.1)

Es claro que si definimos un nuevo sistema de coordenadas X’ — Y’ — Z/,
cuyo origen no coincida con el del sistema inicial, el vector posicién 7, referido
a este nuevo sistema, no serd igual a 7.

Ahora, cuando la particula se desplace desde un punto inicial especificado
por el vector 7y (en el tiempo #g), hasta un punto final especificado por el
vector 7 (en el tiempo tf), podemos definir el vector desplazamiento (AfF), en
el intervalo de tiempo tf — tg, como el vector que parte desde el punto inicial
y llega al punto final de la trayectoria (ver Figura 2.1):

AF = 7 — 7. (2.2)

El simbolo = en la ecuacién anterior denota una definicién. La magnitud
del vector desplazamiento es independiente del sistema de coordenadas elegi-
do. Sin embargo, este vector no necesariamente contiene informacién precisa
acerca de la distancia recorrida por la particula, ni de la direcciéon del movi-
miento.
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Figura 2.1: Vector desplazamiento.

Actividad. Mencione un ejemplo que corrobore esta ultima afirmacién.

Definamos ahora el vector velocidad promedio como el desplazamiento so-
bre el intervalo de tiempo:

-7y AT

==
tr—ty At

(2.3)

Si se requiere informacién acerca de la velocidad en un punto, es necesario
considerar el limite cuando el intervalo de tiempo At tienda a cero en la

Ecuacién (2.3),
im ar_dr (2.4)

VT ADoAr T dt
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A
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La Ecuacién (2.4) define la velocidad instantdnea (en adelante simple-
mente velocidad) de la particula en la posicién 7. Si se conoce la velocidad
como funcién del tiempo, esta ecuacion puede ser reescrita en forma integral
para encontrar la posicién en cualquier instante:

T te
M:}—B:/ﬁﬁ (2.5)
to

De forma andloga, definimos la aceleracién promedio como el cambio de
velocidad sobre el intervalo de tiempo:

- AT
a=—, 2.6
a= (2.6)
v la aceleracion instantdinea,
AT dY
ad= lim — = —. 2.7
=A@ 27

Si se conoce la aceleracién como funcién del tiempo, la Ecuacién (2.7)
puede ser reescrita en forma integral, para hallar la velocidad en cualquier
instante de tiempo,

17f te
/‘wza—%: adt. (2.8)
170 to

Si se conocen las funciones ¥(t) y/o d@(t), las Relaciones (2.5) y (2.8)
permiten obtener la descripciéon completa de la posiciéon de la particula como
funcién del tiempo, es decir, permiten encontrar la funcién que describe la
trayectoria de la particula, 7(t), siempre y cuando se conozcan las condiciones
iniciales (posicién y velocidad en ¢ = 0).

Aunque iniciamos la descripcién del movimiento tomando como referencia
un sistema de coordenadas cartesianas, es importante anotar que, dependien-
do de la geometria del problema, el uso de algin otro sistema de coordenadas
puede ser mas adecuado para especificar la posicién de una particula. Por
ejemplo, para una particula que se mueva sobre la superficie de una esfera,
un sistema de coordenadas curvo facilitaria la descripcién de la trayectoria.

El uso de otros sistemas de coordenadas como esféricas, cilindricas o polares,
entre otras, requiere transformaciones apropiadas para los vectores posicién,

velocidad y aceleracion.
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Ejercictos

2.1 Encontrar la funcién 7(¢), para el caso en que la aceleracién de la
particula sea @ = —gj, con g constante.

2.2 Con ayuda de las relaciones definidas en esta seccién, demostrar que

0

2 _ 2 &
vffv0:2/ a-dr.
T

2.3 Encontrar la funcién 7(t), para el caso en que la aceleracién de la
particula sea @ = —kv?i, con k una constante positiva.

2.4 Convertir los puntos (1,3,7) y (0,5,-2) de coordenadas cartesianas a
cilindricas.

2.5 Transformar el vector

o NUEY G VW

VZ+ P2+ PP+ 2

a coordenadas esféricas.

2.2. Dinamica de una particula

La fisica es una ciencia natural basada en hechos experimentales. Cual-
quier concepto en fisica que apunte a explicar un fenémeno natural, debe ser
contrastado y correlacionado con un importante y minucioso niimero de datos
experimentales. Si con esos conceptos se logra interpretar adecuadamente los
entre otras, requiere transformaciones apropiadas para los vectores posicion,
velocidad y aceleracion.
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La experiencia cotidiana nos indica que el movimiento de los objetos ma-
croscopicos estd generalmente asociado a las interacciones (fuerzas) gravita-
cionales o electromagnéticas con otros objetos. El objeto fundamental de la
dindmica es, conocidas todas las fuerzas que actian sobre un cuerpo, deter-
minar las posibles trayectorias de movimiento.

Isaac Newton fue el primero en formular un conjunto completo de leyes
fisicas para describir la dindmica de una particula. Iniciaremos el estudio de la
dindmica con las leyes de Newton. Esté fuera del alcance de este texto realizar
una discusién en detalle de las implicaciones filoséficas de cada una de estas
leyes. En lugar de ello, las enunciaremos en un lenguaje moderno y de manera
que nos permita avanzar de forma agil en la descripcién de la mecénica.

2.2.1. Leyes de Newton

Definamos la cantidad de movimiento lineal (0 momentum) de una particu-
la como:

P = md, (2.9)
donde m es la masa de la particula. En términos de la cantidad de movimiento
lineal, podemos enunciar las leyes de Newton de la siguiente forma:

I. Existe un conjunto de sistemas de referencia, denominados inerciales,
respecto a los cuales una particula, sobre la cual la fuerza neta sea nula,
conservara constante su cantidad de movimiento lineal.

II. Cuando sobre una particula actien fuerzas, la razén de cambio en el
tiempo de la cantidad de movimiento lineal de la particula sera igual a
la fuerza neta (total):

- dp d
F, = — = —(mv).
neta = Gy = (M)
III. Para un sistema de n particulas aisladas, es decir, en ausencia de fuerzas
externas, la cantidad de movimiento lineal total del sistema, definida
como P =pi +p3+ ...+ p,, permanecerd constante en el tiempo:

—

P= n+ps+ ...+ p, = cte.
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Un sistema de referencia (o marco de referencia) se entiende como un con-
junto de convenciones utilizadas para medir las variables fisicas de un sistema
(posicién, velocidad, aceleracién, etc.). Si definimos una particula libre como
aquella sobre la cual la fuerza neta es cero, la primera ley se podria reescribir
como: respecto a un sistema de referencia inercial, la cantidad de movimiento
lineal de una particula libre permanecerd constante en el tiempo.

La primera ley afirma la existencia de los sistemas de referencia inerciales
sin aclarar detalles de como encontrarlos. Es decir, se delega en el experimento
la tarea de definir los sistemas respecto a los cuales es correcta esa ley.

Al igual que la longitud y el tiempo, la masa es ahora un concepto acepta-
blemente entendido, por lo que la segunda ley introduce una definiciéon opera-
cional de la fuerza: las fuerzas producen cambios en la cantidad de movimiento
lineal de una particula. Para los sistemas fisicos mas generales, la segunda ley
de Newton se expresa como:

. di d 7
Fooa = 22 = 5 4 &, (2.10)

Si la masa no varia con el tiempo,

—
—

v o
Freta = ma = md. (2.11)

Consideremos ahora un sistema constituido por dos particulas; la cantidad
de movimiento lineal de este sistema serd P = p1 + p3. Si este es un sistema
aislado, es decir, un sistema en el cual no actian fuerzas externas sobre las
particulas, de la definicion establecida en la tercera ley se tiene que

aP _dgi _ dis

n o d o 0. (2.12)
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Figura 2.2: Diagrama esquemadtico de la ley de accién y reaccién en sus
formas débil (a) y fuerte (b).

En este caso, la tnica fuerza que actuaria sobre la particula «uno» seria debida

a la particula «dos», ﬁlg. Con esta notacion, la Ecuacién (2.12) quedarfa:

dpi - _dpa
dt dt
P = —Fy (2.13)

La tercera ley de Newton descrita en (2.13) se conoce como ley de accidon
y reaccion y establece que en un sistema de dos particulas aisladas, la fuerza
que stente la particula «uno» es igual en magnitud y contraria en direccion a
la que siente la particula «dos».

En la Figura 2.2 se esquematizan dos posibilidades para la ley de accion
y reaccién: si las fuerzas entre las dos particulas son iguales y contrarias, pero
no estén sobre la linea que une las dos particulas, la Relacién (2.13) se de-
nomina forma débil de la ley de accidn y reaccion (ver Figura 2.2a). De otro
lado, si las fuerzas entre las dos particulas, ademas de ser iguales y contrarias,
estan sobre la linea que une las dos particulas, se habla de la forma fuerte de
la ley de accion y reaccion (ver Figura 2.2b). Cuando la fuerza estd dirigida
a lo largo de la linea que une los dos cuerpos y depende solo de la separacién
entre ellos, se le denomina fuerza central.
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La tercera ley de Newton no es una ley general de la naturaleza, ya que no
aplica para todas las fuerzas. Por ejemplo, las fuerzas entre particulas cargadas
en movimiento, las cuales dependen de la velocidad, no obedecen la tercera
ley de Newton.

En casos extremos en los que se alcanzan velocidades muy altas o se invo-
lucran magnitudes espaciales muy pequenas, las leyes de Newton pierden su
validez. En estos casos no solo las leyes, sino los conceptos fundamentales de la
teoria deben ser modificados para dar paso a nuevas teorfas. Sin embargo, en
una amplia gama de fenémenos naturales la mecdnica newtoniana es correcta
con un alto grado de precision. Asi mismo, sirve de punto de partida para la
formulacién de nuevas teorias como la relatividad y la mecanica cuantica.

Con las restricciones sefialadas, las leyes de Newton ofrecen una completa
descripcién de la evolucion de los sistemas mecédnicos. Si se conoce la fuerza
neta (en adelante solo fuerza) como funcién del tiempo (F = F(¢)), o de
la velocidad (F = F(v)), o de la posicién (F = F(z)), se puede encontrar
la funcién que describe la trayectoria de la particula a través del siguiente
procedimiento:

» Cuando F' = F(t): m% = F(t) — mdv = F(t)dt, expresién que al ser
integrada permite obtener la velocidad en funcién del tiempo, v = v(t).
La posicion se obtiene integrando a esta ultima expresion respecto al

tiempo.

» Cuando F' = F(v): m% = F(v) — Fd(Z) = Ldt. Al integrar se obtiene a

v = v(t). También se puede obtener la posicién en funcién de la velocidad
de la siguiente forma: m% = F(v) » m%@dy = F(v)dx — mvdv =

F(v)dx — ;‘(i;’) = Ldz.

s Cuando F = F(x): m(fl%” =F(z) — Cfi% - %F(:E) = 0. La solucién de
esta ecuacion diferencial de segundo orden permite obtener la posicién

en funcién del tiempo, = = z(t).

Es importante mencionar que en algunas situaciones fisicas puede ser com-
plejo obtener una funcién analitica que describa la fuerza neta que actia sobre
la particula.
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Ejemplo 2.1 I

Dos masas atadas por una cuerda sobre dos planos inclinados.

92 91

Figura 2.3: Diagrama esquematico del Ejemplo 2.1.

Consideremos dos bloques de masas mi y me atados por una cuerda, des-
lizandose como se muestra en la Figura 2.3. Suponiendo que no existe friccién
con las superficies y que la cuerda es inextensible y de masa despreciable, en-
contremos la aceleracion de cada bloque.

Solucién. .

Denotemos como Fg la fuerza gravitacional; como N la fuerza de contacto
entre el bloque y la superficie y como T 1a tension en la cuerda. Para el bloque
my la fuerza neta sera:

Fy=F + N +T.

Las magnitudes de la tension y la aceleracion seran las mismas para los dos
bloques, ya que consideramos la cuerda inextensible. Aplicando la segunda ley
de Newton:

Y
Fg +N1 +T:m1W
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Supongamos que el sistema se mueve en la direccién de las agujas del
reloj. La anterior ecuacién vectorial se puede escribir como dos ecuaciones
algebraicas, una en la coordenada x y la otra en y (ver Figura 2.4). Tomando

—

F = m1g se tiene para la masa m; en la coordenada y,
g

N1 —m1gC0891 =0 (2.14)
X Y
T N
Y
\Q \T\
ma DZQQCOS
- %
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2y 0y
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Figura 2.4: Diagrama de fuerzas para los bloques my y mo.

La ultima ecuacion es igual a cero, ya que en este caso el movimiento estd

. . . .7 2 2 A A
restringido a la direccién z, por lo que, % = ddtxgl 7 = at. Para la coordenada

x se tiene:

migsenf, — T = mya (2.15)

Anélogamente se obtienen dos ecuaciones para la masa ms:

Ny —magcosfy = 0 (2.16)
—mgagsenfo +T = maa (2.17)

Despejando la tensién de (2.15) y reemplazando en (2.17), se obtiene el
valor de la aceleraciéon del sistema:
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. (m1 sen 1 — mo sen 92) g (2.18)

mi + mo
Observe que si migsinf; — mogsinfy < 0, el valor de la aceleracion serd
negativo. En este caso, la magnitud de la aceleracién seguira siendo valida,
pero el signo menos indicard que el sistema se mueve en el sentido contrario
al que se supuso inicialmente.

FEjercicios

2.6 Utilizando el valor de la aceleracién dado en (2.18), encontrar la ve-
locidad de las masas como funcién de la posicién.

2.7 Encontrar el valor de la aceleracién en el sistema considerando que
exista friccion entre los bloques y la superficie, caracterizada por los coeficien-
tes de friccién py v po (Nota: considere que la magnitud de la fuerza de friccién
sobre cada bloque se puede escribir como Fy = ulN).

Ejemplo 2.2 I

Masa atada a un resorte.

X

L, >
{(COL0RRI)— e

) > X
0

Figura 2.5: Masa atada a un resorte.
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Considere un bloque de masa m sujeta a un resorte de constante eldstica
k, como se muestra en la Figura 2.5. Obtener la ecuacion de movimiento
suponiendo que la fuerza que ejerce el resorte sobre la masa es proporcional a
su deformacién.

Solucion.

La fuerza del resorte sobre la masa m es proporcional y opuesta a la de-
formacion del resorte (z): F' = —kzi. A partir de la segunda ley de Newton se
obtiene:

mi = —kx — &+ (k/m)x=0.

La solucién a esta ecuaciéon diferencial se encuentra desarrollada en el Capitu-
lo 3.

Ejemplo 2.3 I

Sistema de masa variable.

Analicemos ahora el movimiento de un cohete, como un caso particular de
un sistema de masa variable. Encontraremos la velocidad del cohete en funcién
del tiempo.

Solucioén.

En la Figura 2.6 se esquematiza el problema en un instante de tiempo ¢
y en un instante posterior t 4 dt; ¥ representa la velocidad del cohete respecto
a la tierra y 4 la velocidad relativa de los gases respecto al cohete. Debido
a que el cohete pierde masa con el tiempo, la variaciéon de la masa debe ser
negativa, es decir, dm < 0. A partir de la segunda ley de Newton, la ecuacién
de movimiento del sistema se escribe como:

L dp_ plt+dt) —p(t)
mg= - = o . (2.19)

Los momentos lineales, calculados con respecto a la tierra, para los dos ins-

tantes de tiempo de la Figura 2.6 seran:

P(t) = mv
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U+a’[ m—dm

Figura 2.6: Diagrama esquematico de un sistema de masa variable en dos
instantes de tiempo: t y t + dt.

Pt + dt) = (m + dm)(¥ + dv) + (T + @) (—dm),

donde ¥ + @ es la velocidad de los gases respecto a la tierra. Entonces,

p(t+dt) —p(t) = mv+ mdv+ vdm + dmdv — vdm — udm — mv
= mdv — udm, (2.20)

donde hemos despreciado el término dmdv. Reemplazando (2.20) en la Re-
lacién (2.19) y dividiendo a ambos lados de la ecuacién por la masa m
obtenemos:

d
gdt = di — i—. (2.21)
m

Si establecemos como condiciones iniciales que en el tiempo ¢t =0, m = mg y
U = 1y, podemos reescribir (2.21) en forma integral:

t T m dm
g/ dt:/ di—a [
0 170 mo m

de donde, resolviendo la integral y reorganizando los términos se obtiene la
velocidad del cohete como funcién del tiempo:
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. N m -
U= o—l—uln(—) + gt.
mo
Finalmente, si tomamos como sistema de referencia el plano cartesiano
mostrado en la Figura 2.6, tenemos que § = —¢gj, ¥ = vj y 4 = —uj, por lo
que la magnitud de la velocidad (la rapidez) del cohete en el tiempo estard
dada por

v=1p+uln (@> —gt. (2.22)
m

Ejemplo 2.4 I

Movimiento parabdlico considerando friccién.

Consideremos el movimiento de un proyectil en el aire teniendo en cuenta
el efecto retardante de una fuerza proporcional a la velocidad, F. = kmtv =
km(zi+19j), donde & = dx/dt, y = dy/dt, m es la masa del proyectil y k es una
constante positiva que modula la fuerza de resistencia del aire. Sus unidades

son s~

Solucién.

Supongamos las siguientes condiciones iniciales: #(¢ = 0) = (0,0) y veloci-
dad inicial #(t = 0) = Vy = (Vy cos b, Vosen ) = (U, V), donde 6 es el ngulo
de elevacion con respecto a la horizontal. Las ecuaciones de movimiento para
los ejes de coordenadas horizontales y verticales son:

mi = —kmi

miy = —kmy—mg, (2.23)

donde g es la magnitud de la aceleracién de la gravedad. La solucion de estas
ecuaciones es:

x(t) = % (1 - e_kt)
y(t) = —% + ij I (1-e). (2.24)
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0.0F 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
t(s) t(s)

Figura 2.7: Evolucién de la posicién horizontal = (izquierda) y vertical y
(derecha) en funcién del tiempo con k =2 s~ ! y § = 30°.

Las componentes horizontal y vertical de la velocidad son

i = Ue™
kV
PR A L E] (2.25)
y las componentes de la aceleracion estdn dadas por
i = —kUe ™
j = —(kV +g)e k. (2.26)

La Figura 2.7 muestra la evolucién temporal de la posiciéon horizon-
tal, z(t), y de la posicién vertical, y(t), segiin las Ecuaciones (2.24), para
k=2s"10=30° g=10m/s* y Vo = 10 m/s.

El tiempo para alcanzar la maxima altura, o tiempo de subida, se obtiene

haciendo y = 0:
1 kV+g>
tsubida = 7L . 2.27
bida = 7 n( P (2.27)

Sean (X (Ymax), Ymax) las coordenadas del punto de altura méxima alcan-
zada por el proyectil. Estas se obtienen al sustituir el tiempo de subida en las
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expresiones para x(t) y y(t):

-1
X (Vo) = (1+ @) (2.28)
g g
g KV 1%
Ymax = —ﬁLn <1 + g) + E (229)

A continuacién se obtendré la trayectoria del proyectil despejando el tiem-
po t de la ecuacién xz = z(t):

1 ko1
=—-In(l-—
t 2 n( Ux> ,

y sustituyendo este tiempo en la expresion y = y(t):

y=2In (1 - 595) LA (2.30)

k2 U kU

La ecuacién anterior da la trayectoria y = y(z) del proyectil. En la Figura
2.8 se muestra esta trayectoria para k = 2 s7!, § = 30°, Vo = 10 m/s y
g =10 m/s.

05F

0.0

L L L L L
0.0 05 1.0 15 20

x(m)

Figura 2.8: Trayectoria del proyectil con k =2 s~ ! y § = 30°.

Usando la serie (1 +2)"! =1 — 2+ 22 — ... en la expresion para X (Yinax)
3 — 22 23 3 —
y la serie Ln(1+2) = z — % + % — ... en las ecuaciones para Yiax y y = y(z)

X X XX
X X XX
X X XX



X X XX
X X XX
X X XX

Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,
se obtiene:
Visin20 KV (EV\?
X(Ymax) - 0 — 1*7+<7) — o,

29 9 g

VZsin?0 2kV

Vi = Josm? [1—77+...},
29 39
k
y = (tanf)z J 2 J 54, (231

a 2%260829$ a 31/03003393:

donde se ha asumido que el pardametro perturbativo adimensional %/ es pe-
quenio. Al hacer k = 0 en la ecuaciones anteriores, se obtienen las expresiones
—ampliamente conocidas— para el movimiento del proyectil en ausencia de la
resistencia del aire.

La distancia radial (r) desde el origen hasta el proyectil se puede expresar
como una funcién del tiempo (r = \/z(t)? + y(t)?) o de la distancia horizontal
(r = v2? + y(z)?). En la Figura 2.9 se muestra a 7(t) y a r(z), respectiva-
mente, con k =2 s71 0 =30°, Vo =10 m/s y g = 10 m/sQ. Se observa que
la distancia radial presenta un comportamiento especial: crece, luego decrece
y vuelve a crecer nuevamente, es decir, hay una oscilaciéon radial. El angulo
critico a partir del cual se da este comportamiento depende del producto de
la velocidad inicial y el parametro k.

t(s) x(m)

Figura 2.9: Distancia radial desde el origen hasta el proyectil (r) como
funcién del tiempo (izquierda) y de la posicién horizontal (derecha), para
k=2s"1y60=30°.
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A continuacién se presenta el codigo utilizado para obtener las gréificas del Ejemplo
2.4.

en Mathematica para el Ejemplo 2.4

Definiciones:
n[1]:= g = 10;
(2= VO = 10;
3= 0 = /6;
4= V = VO Cos[6];
nel:= k = 2;

U
= x= — (1 - e*%);
In[7]:= X ( e™ ")

kV +
Infgl= y= - %t + Tg 1 - e*%;

Codigo Figura 2.7 izquierda:

= Plot[x, {t, 0, 1.25}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"t(s)", "x(m)"}]

Cédigo Figura 2.7 derecha:

o= Plot[y, {t, 0, 1.25}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"t(s)", "y(m)"}]

Cédigo Figura 2.8:

U kV +
In[11]:= Para.metricPlot[{E 1 -e*Y, - %t + Tg 1 - e™},

{t, 0, 1.25}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"x(m)", "y(m)"}]

Definiciones:
= r =/ x2 + y%;
Codigo Figura 2.9 izquierda:

3= Plot[r, {t, 0, 1.5}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"t(s)", "r(m)"}]

Definiciones:
_ 8 k kV+g
In[14]:= Yx = ?Log[i "= x1] + = x1;
mnpsi= rx = 4/ (x1)? + ¥x*

Cédigo Figura 2.9 derecha:

inf16l:= Plot[rx, {x1, 0, 2.5}, Frame—True, FrameStyle—Black,
FrameLabel — {"x(m)", "r(m)"}]
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Ejemplo 2.5 I

Particula deslizindose sobre un cascarén esférico.

En la parte més alta de medio cascarén esférico (de radio R) se encuentra
una particula de masa m. Si la particula desciende, encuentre el angulo o la
altura en la cual se desprenderd de la superficie.

Solucién.

El movimiento se encuentra restringido a un plano, por lo que podemos
plantear las ecuaciones de movimiento en coordenadas cilindricas (ver Figura
2.10 y Ecuaciones (1.28)):

> F, = mgsing = m(pp + 2p¢), (2.32)
Y p
A
N
\
v @
R
mg
4
> X

Figura 2.10: Diagrama de fuerzas para el Ejemplo 2.5.
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ZFP = N —mgcosp =m(p — pp?). (2.33)

Ya que el movimiento se realiza sobre la superficie del cascarén, p = Ry
entonces p = p = 0. Asi, las ecuaciones de movimiento se reducen a

mgsin p = mRQ, (2.34)
N —mgcosp = —mRp2. (2.35)

Ahora, si multiplicamos la Ecuacién (2.34) por ¢, tenemos:

op = Losing,
© 2
d (¢ g
— | =+= =0. 2.36
7 < 5 + T Co8 <p) (2.36)
De otro lado, de la Ecuacién (2.35) podemos despejar (?:
N
o = %Coscp - (2.37)
Reemplazando (2.37) en (2.36), tenemos
d (3g N
~ (22 — )= 2.
dt (2 R"¥ 2mR> 0 (2:38)
? d
%(N —3mgcosg) =0, (2.39)
de manera que
N —3mgcosp = K. (2.40)
Para hallar el valor de la constante K, se tiene en cuenta que para ¢ = 0,
2
se cumple que N —mg = —m%o. Asi,
02
K = —-2mg — mig, (2.41)
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por lo que la Ecuacién (2.40) se reescribe como

2
v
N —3mgcosp = —2mg — mES. (2.42)
Finalmente, en el instante en que la particula se desprenda de la superficie
la fuerza normal se hard cero. Utilizando esta condicién en la Ecuacién (2.42)

encontramos el angulo buscado,

2 v3
@ = arccos 3 + 73gR . (2.43)

Como un caso particular, si la particula parte del reposo se obtiene

2
(p = arccos (§> — © ~ 48,19°. (2.44)

Ejemplo 2.6 I

Particula en el interior de un paraboloide de revolucién.

=

mg

X Y

Figura 2.11: Particula en el interior de un paraboloide de revolucion.
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Una particula de masa m se mueve en el interior de un paraboloide de
revolucion, cuya ecuacién es z = a(z? +y?), bajo la accién del campo gravita-
cional § = —¢g2 (ver Figura 2.11). Suponga que la particula esta inicialmente
a una altura h y que se le imprime una velocidad inicial vg en la direccién ho-
rizontal y tangente a la superficie de revolucion. Encuentre las alturas maxima
y minima que alcanzaria la particula en su movimiento sobre el paraboloide.

Solucién.

El sistema de coordenadas adecuado para resolver este problema es el
cilindrico polar por la simetria que exhibe el problema. Las fuerzas que actiian
sobre la particula se muestran en la Figura 2.11.

Si asumimos que no hay friccién entre la superficie del paraboloide y la
particula tendremos que, tanto la fuerza normal como el peso, se encontraran
contenidas en el plano p—z, ver Figura 2.12.

A

7 N

Figura 2.12: Fuerzas en el plano P — 2.
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Por otro lado, las expresiones para los vectores posicion, velocidad y ace-
leracién en coordenadas cilindricas polares estdn dadas por:

v pp + 22,
Fo= pp+pod+ 22, (2.45)
Po= (= pd*) b+ (pb+200) b+ 22

Escribiendo la ecuacién del paraboloide en coordenadas cilindricas tene-
mos: z = ap?, por lo que 2 = 2app y % = 2a(p? + pp).

Notemos también que la fuerza normal es perpendicular a la velocidad en
todo momento, por lo que N -7 =0y N = — P+ N.Z. Asi, N, = 2apN..
Haciendo uso de estos resultados podemos ahora escribir las ecuaciones de

movimiento para la particula:

NF, =0=m(pd+259), (2.47)
SF, = —mg+ N. = 2ma (5 + pp) . (2.48)

Estas tltimas forman un conjunto de tres ecuaciones con incognitas p, ¢ y IN,.
Eliminando N, de las Ecuaciones (2.46) y (2.48), tenemos

—2apg = jj — pd” + 4a’p (/P + pﬁ) : (2.49)

Multiplicando la Ecuacién (2.47) por p tenemos < 26 + 2pp¢> 5 (mp ¢) =
0, por lo que mp2¢3 = [, con [ constante. Despejando ¢ obtenemos

. l
=—. 2.50
b= (2:50)
Sustituyendo en la Ecuacién (2.49) obtenemos una ecuacién diferencial
para p,

12 . )
oy 1a? (p? + p*p) + 2agp = 0; (2.51)
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multiplicando por p tenemos % (% + sz >+ 2a2p%p% + 2agp2) = 0, por lo

que el término al interior del paréntesis es constante:

22 2
2+

5t 59 +2a%p?p? + 2agp® = cte. (2.52)

Esta constante puede ser calculada con las condiciones iniciales del problema

2(0) = h = p(0)2 = h/ay p(0) = 0 ; p(0)$(0) = vo = 12 = hm2vy?/a, con lo
que cte = %vg + gh. Asi,
12

1
+ S22 +2a2p?p? + 2ag9p® = ~vo? + gh. (2.53)

-2
P
2 2

Cuando la particula se encuentra en su altura méxima (o minima) Z = 0,

lo que equivale a p = 0. Al reemplazar esto en la expresién anterior obtenemos
la siguiente ecuacién cuadratica en p,

2a2gp* — (2agh + av02) 0%+ hwe? = 0. (2.54)

Las soluciones a esta tiltima ecuacién son p;2 = 2 y pa?
de z, se escriben como:

2ag que, en términos

U02

z1="h y Z2 = 29 (2.55)

Se puede ver que si vg < y/2gh la particula desciende, por lo que h serd la
altura méxima; por otra parte, si vy > /2¢gh, la particula ascenderd y h serd
la altura minima.
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FEjemplo 2.7 I

Bloque deslizando sobre un plano inclinado con movimiento ho-
rizontal.

Un bloque de masa mo se desplaza sobre un plano inclinado de masa m;
que se mueve sobre una superficie horizontal, tirado por una fuerza externa F
(ver Figura 2.13). Asumiendo que hay fuerzas de friccién entre el bloque y
el plano inclinado y entre la superficie horizontal y el plano inclinado, obtener
las aceleraciones de los dos cuerpos.

Solucién.
A partir de la Figura 2.13 se observa que las variables x1, 2 y y2 estan
relacionadas entre si mediante la siguiente expresion:

tanf = — 22
T2 — 1
Derivando esta expresién dos veces con respecto al tiempo se tiene:

Yo = (23 — 27) tan . (2.56)

En la Figura 2.14 se muestran los diagramas de cuerpo libre correspon-
dientes a las masas mj y meo. Descomponiendo las fuerzas mostradas en los
diagramas de cuerpo libre, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

Y
A

X

I x1 |
I T2 |

Figura 2.13: Bloque deslizando sobre plano inclinado con movimiento ho-
rizontal.
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Para mq:

ZFX = —ug1 N1 + No (sen 0 — pyo cos ) + F = mq a7,

> Fy = N1 — Ny (cosf + ppz senf) — myg = 0.

Para mao:
ZFX = Ny (—senf + pyo cos ) = mods,

ZFY = Ny (cos 8 + pga sen ) — mag = mayo.

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

Las cinco Ecuaciones (2.56) a (2.60) forman un sistema de solucién
Unica en las variables a7 , @, 92, N1 ¥ No que puede ser escrito en forma

matricial asi:

N9
Ny &
X v

mag

1 Ny l
mi1g

Figura 2.14: Diagramas de cuerpo libre para las masas m; y ms.
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tanf —tanf 1 0 0 0
my 0 0 pp1 —sin® 4+ pgocosd F
0 0 0 -1 cosO+ upsing | —mqig |. (2.61)
0 meo 0 0 sin 6 — pg cos 6 0
0 0 mo 0  —cosf — ppasind | —mag

Solucionando este sistema por el método de Gauss-Jordan tenemos:

(=1 a2 €Ot O+cOt O4puper + o) mag+(—F+pugs (m1+m2)g+pramag) csc? 0

1= m1+ma—pg1 pkem2—(Lr1+pk2)m2 cot +mg cot? 0 ’
(2.62)
. (g2 cos @ —sinf)(mlg + (—F + primlg) tand) (2.63)
T = , )
2 mq sectd —masinb (g1 + pre + (pr1ke — 1) tan @)
_ _ 2sin0(sin O(upa F'— (g1 pe2—1) (ma+ma)g)+cos O(F —g(pe1 +pk2) (Mm1+mse)))
Y2 2m1—mag sin 20 (pg1 +pr2) +me2 (Lr1 pre2 —1) €os 20— g prama+ma ’
(2.64)
N Fugoms cos 20 — Fmagsin 20 — Fugems + 2mig(mi + ma)
1

©2my — masin 20(ppy + pre) + ma cos 20 (1 e — 1) — pr1pirame —i(—mg’)
2.65

B ma(tan O(pupimig — F) +mag)
Ny = : . (2.66)
my sec § — mo sin O (tan O (upipre — 1) + g1 + fr2)
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En el caso especial en que no se tenga la fuerza aplicada F' y que las
superficies sean totalmente lisas, es decir, pug1 = pre = 0, se obtienen las
siguientes expresiones:

= (i) 27
o= - (e 2)
Ny = <%> 7, (2.70)

mime cos 6
No=—"—"—g. 2.71
2 <m1 +m2sen29>g ( )

A continuacién se presenta el cédigo en Mathematica utilizado para resolver
el sistema de Ecuaciones (2.56) a (2.60) y la aproximacién cuando no se
considere la fuerza aplicada ni friccién entre las superficies.

Cédigo en Mathematica para el Ejemplo 2.7

Solucién al sistema de Ecuaciones (2.61):

in[1]:= A=RowReduce [{{Tan[f],-Tan[6],1,0,0,0},{m1,0,0,ukl,
-8in [0]+pk2*Cos [0] ,F}, {0,0,0,1,Cos[0]+uk2+Sin[0],-mixg},
{0,m2,0,0,-pk2%Cos [A1+Sin[#1,0}, {0,0,m2,0,-puk2*Sin[6]
-Cos[0]1,-m2xg}}1//FullSimplify

Aproximacién (F =0,y = pg = 0)

inpl:= A /.{F—0,uk1—0,uk2—0}//FullSimplify
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FEjercicios

2.8 En relacion con el Ejemplo 2.3 obtener la altura del cohete como
funcién del tiempo, y(t), a partir de (2.22). Asuma que la masa del cohete
disminuye linealmente con el tiempo.

2.9 Obtener las Ecuaciones (2.24).

2.10 Supongamos una particula de masa m, restringida a moverse sobre
la superficie de una esfera de radio R, por la aplicacién de una fuerza F(0, ¢).
Escribir la ecuacién de movimiento.

2.11 Una particula esta sujeta a un fuerza unidimensional de la forma
F = tet/2. Con ayuda de Mathematica o de cualquier otro paquete compu-
tacional, encuentre la posicion, la velocidad y la aceleracién como funciones
del tiempo.

2.12 Suponga un sistema como el de la Figura 2.3, con 63 = 90° y con
my = 2meg. Si existe un coeficiente de friccién p entre el bloque y la superficie,
encuentre el valor de 6; para el cual el sistema se mueva con velocidad cons-
tante.

2.13 Movimiento parabdlico sin friccién. Una particula se lanza desde el
piso con una velocidad inicial Vj formando un dngulo « con la horizontal. Cal-
cule el tiempo requerido para que la particula intercepte una linea que pase
por el origen y forma un angulo 5 < « con la horizontal. ;Cudl es la distancia
(sobre la recta) alcanzada por la particula?, jpara qué dngulo « esta distancia
serd maxima? ;Cudl es el rango maximo?



Capitulo 2: Elementos de la mecanica newtoniana

2.14 En relacion con el Ejemplo 2.5 discuta qué sucede en los siguientes
casos: (a) cuando la velocidad inicial (vg) se encuentre en el rango 0 < vy <

VgR. Grafique el dngulo ¢ en funcién de vy/+/gR; (b) cuando vy > /gR.

2.15 Dos masas atadas por una cuerda con tensiéon wvariable. Dos masas
en reposo estan atadas por una cuerda inextensible como se muestra en la
Figura 2.15. Demuestre que la tensién T en funciéon del dngulo 0 esta dada
por g

S
T®) = cosf + pssend’
donde p; es el coeficiente de friccion estatica entre la superficie horizontal y la
masa m. Grafique a T en funcién de 6. Demuestre que si la tensiéon es igual en
dos dngulos diferentes, T'(61) = T'(2), la condicién que deben cumplir estos
angulos es
01+ 06y = 2tan71(us) = 20,in,

donde 6,,;, corresponde al angulo en el cual la tensién es minima.

| |

Figura 2.15: Dos masas atadas por una cuerda con tension variable.
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2.2.2. Trabajoy energia

En esta subseccién estudiaremos los conceptos de trabajo y energia, los
cuales complementan el enfoque vectorial de las leyes de Newton.

Supongamos una particula que se desplaza del punto A al punto B, por
cualquier trayectoria, bajo la accién de una fuerza F. Definiremos el trabajo
realizado por la fuerza F' como:

B —
Wap = / Far (2.72)
A

Cuando la fuerza F sea constante, se obtiene W = F(dr)cos. Cuando
6 = 90°, la fuerza no realiza trabajo.

Podemos definir un diferencial de trabajo, considerando un desplazamiento
infinitesimal de la particula:

dW = F - dF. (2.73)

De la Ecuacién (2.73) puede verse que el trabajo en cada desplazamien-
to infinitesimal serd positivo, si el vector fuerza tiene una componente en la
direccién del desplazamiento; serd negativo, si el vector fuerza tiene una com-
ponente en la direccién contraria al desplazamiento; y serd cero, si el vector
fuerza es perpendicular al desplazamiento. Representar graficamente estas tres
situaciones.

Si F representa la fuerza neta sobre la particula, el lado derecho de la
Ecuacién (2.73) se puede escribir asi:

. dv dr dv
F-dif = — - —dt =m— - vdt
T e ™ T M
md , _, md, 1
= . = —— = — . 2. 4
Zdt(v 0)dt 2dt(v )dt d(2mv) (2.74)

En el procedimiento anterior se utilizé la Ecuacién (1.16).
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El trabajo neto para llevar la particula de A hasta B por cualquier trayec-
toria se obtiene como:
Wap = F.-dr= 5B — oMu4 = Tp — T4, (2.75)
A
donde T' = %va, se define como la energia cinética de la particula. La Ecua-
cién (2.75) se conoce como el teorema fundamental del trabajo y la energia
y relaciona el trabajo neto hecho sobre una particula, cuando esta se desplaza
entre dos puntos, con la diferencia de la energia cinética de la particula calcu-
lada en esos dos puntos, sin importar la trayectoria.

El teorema del trabajo y la energia permite conocer el trabajo total rea-
lizado sobre un objeto, conociendo tinicamente los valores de la velocidad en
los puntos inicial y final, sin tener informaciéon de las fuerzas. De otro lado,
existen fuerzas para las cuales el valor de la integral de linea en la Ecuacién
(2.75) depende solo de las posiciones inicial y final y es independiente de la
trayectoria; estas fuerzas son llamadas conservativas y son de gran importan-
cia en el estudio de la mecénica.

Definimos una fuerza conservativa como aquella para la cual el trabajo
requerido para transportar una particula solo depende de los valores, en la
posicién inicial y final, de una funcién escalar U(7), asi:

L
[ Fdif = U(7s) - U(7s), (2.76)
. ’[‘A

0, de manera equivalente,

F(7) = =VU(7). (2.77)

La funcién escalar U(7) se conoce como la energia potencial de la particula.
Si combinamos el teorema fundamental del trabajo y la energfa (Ecuacién
(2.75)) y la definicién de energia potencial (Ecuacién (2.76)), obtenemos:

1 1
U(ra)-U(rg) = Emv% - §mv124,
- 1 5 R S
U(TA) + §mUA = U(T’B) + 5mvB7 (2.78)

o, definiendo la energia mecdnica total del sistema como FE =T + U,

Ej = Ep. (2.79)
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La Relacién (2.79) se conoce como el teorema de la conservaciéon de la
energia mecdnica. Este teorema indica que para un sistema en el cual las fuer-
zas que actian sobre la particula son conservativas, la energia mecéanica total,
entendida como la suma de la energia cinética mas la energia potencial, tiene
el mismo valor en cada tiempo y en cada punto de la trayectoria.

Ejemplo 2.8 I

Particula bajo la accién de una fuerza conservativa unidimensio-

nal.

Consideremos una particula bajo la influencia de una fuerza conservativa
representada mediante un potencial U(z) dado por la Figura 2.16. Hacer un
analisis cualitativo exhaustivo a partir de la grafica del potencial para diversos
valores de la energia total.

Solucién.
El teorema de la conservaciéon de la energia mecanica establece que

1
E=T+U= §mv2+U(x),
de donde se puede encontrar la velocidad como:
() = £/ (- U(@))
v(x) = —(F —=Ul(x)).
m

Por otra parte, teniendo en cuenta que v = fl—f, se obtiene

dr 2
i i”E(E —U(x)).

Si en el tiempo inicial ¢y la particula se encontraba en la posicion zg,

t
dt=1t—

[T dx .
st e J2(E- ()

(2.80)
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Si se conoce la expresién para la energia potencial U(z) solo se requiere inte-
grar esta Ultima ecuacién para obtener la posicion como funcién del tiempo.
En muchas ocasiones no es posible obtener una solucién analitica por lo que
se debe recurrir a soluciones numéricas.

Sin embargo, aun sin resolver la Ecuacién (2.80), se puede realizar un
andlisis cualitativo del movimiento de la particula a partir de la grafica de la
energia potencial.

A U(x)
E.
E;
E2 m
E;
Eo
X
X1 X2 X3 X4 X5 Xs X7 Xs ”

Figura 2.16: Curva de energfa potencial U(z) con algunos valores de la
energia total indicados.

Supongamos que la particula se encuentra bajo la accién de un potencial
de la forma representada en la Figura 2.16. Debemos anotar que ya que la
energia cinética siempre es positiva, la energia total debe ser mayor o igual
que la energia potencial (F > U), para que el movimiento corresponda a un
caso fisico real.

Cuando la particula tenga una energia total Eq, su movimiento estara res-
tringido a la zona comprendida entre los puntos x3 y x5. Si la funcién U(x) en
esta regién es, por ejemplo, parabdlica, la particula realizard un movimiento
armonico simple, con x4 como punto de equilibrio. Debido a la importancia

del movimiento armdnico en diferentes campos de la fisica, en el Capitulo 3
se estudia en detalle este tema.
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Si la energia total de la particula es Fs su movimiento serd similar, pero
restringido a una de dos regiones: o < x < xg 0 7 < x < xg; si estd inicial-
mente en una de ellas, no podra pasar a la otra. La regién xg < x < 7 es
prohibida porque en ella U(z) > E.

Si su energia total es Ey, toda su energia sera potencial; su energia cinética
sera cero, es decir, estard en reposo en la posicién x4.

Con energia total Fj3, la particula serd libre de moverse en x > x1. Si la
particula se acerca al origen, rebotard en la barrera de potencial en x1, in-
vertird su velocidad y regresard hacia el infinito. La regiéon 0 < = < x; es
prohibida.

Por ultimo, si la particula tiene energia total Ey4, se podra mover en cual-
quier lugar del espacio, pero su velocidad cambiara de acuerdo con las varia-
ciones de U(z).

De la definicién dada en la Ecuacién (2.77), se puede apreciar que a la
energia potencial se le puede agregar una constante sin alterar el resultado de
la fuerza. Esto implica que la energia potencial, por si sola, no tiene ningin
significado fisico, lo que realmente importa son los cambios de energia poten-
cial. Asi mismo, ya que la velocidad de una particula depende del sistema de
referencia desde el que se mida, son las diferencias de energia cinética las que
tienen sentido fisico.

Si las fuerzas que actiian sobre la particula no son conservativas, es decir,
si no se puede definir una energia potencial o si la energia potencial definida
mediante la Ecuacién (2.76) no depende tnicamente de la posicién, sino
ademds, por ejemplo, del tiempo y/o la velocidad y/o la aceleracién, no se
conserva la energia mecanica, aun cuando esta se pueda seguir definiendo co-
mo F =T + U. El ejemplo més representativo de una fuerza no conservativa
es el rozamiento.
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Vale la pena destacar que los dos teoremas de conservacién enunciados
en esta seccién (conservaciéon de la cantidad de movimiento lineal y conser-
vacién de la energia mecédnica total) no fueron demostrados. Ellos surgieron
de forma natural como consecuencia de las leyes de Newton. En este mismo
sentido, existe una cantidad adicional que se conserva: el momento angular. El
momento angular es de gran importancia en el estudio de las fuerzas centrales.

FEjemplo 2.9 I

Considere una particula que se mueve bajo la influencia del potencial

a zP
U(z) = Uy (ﬁ + Z) )

donde z > 0, p es un pardmetro y las unidades de a son [z]P. Asuma el valor
fijo Uy =1 Jy a > 0. Hacer el grafico de U(z) Vs. z parap =1, 2, 3, 4y
determinar si el potencial tiene minimos (o maximos) y en cudles regiones el
movimiento de la particula es restringido (o acotado).

Solucién.

(a) Con el objetivo de analizar la contribucién de cada uno de los térmi-
nos que conforman el potencial, en la Figura 2.17 se muestra la variacion
en funcién de x de a/aP, 2P/a y a/2P + 2P/a, cona =1y p =1, 2, 3, 4.
En estas graficas se observa que para valores pequetios de x domina 1/zP y
para valores grandes de x domina el término zP. Como se tomé a positivo, el
potencial siempre sera positivo y va a tener un minimo.

(b) La derivada del potencial U(z) respecto a z estd dada por:

du ap p p—1
—_— = P
dz zptl g

aUyu

Aplicando la condicién ‘- = 0, se obtiene que hay puntos criticos en

x=ar. (2.81)
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Figura 2.17: Variacién de 1/2P, 2P y 1/2P + P en funcién de x.

Para determinar si el potencial es maximo o minimo en este punto critico se
1

obtiene la segunda derivada del potencial y se evalua en z = ar:

U _ap(p+1)  plp—1)
drz2 ~  p2tp ar2—p "’
d2U
i —9 2 .
dz? 1 pe >0
r=aP

1
por lo tanto, el potencial es minimo en z = a? y su valor estd dado por
1
Unin =U(z =ar) =2.

Se concluye que el minimo del potencial es independiente de los valores de p y a.
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(c) Cuando la energia total del sistema sea mayor que Uy, €l sistema
estard acotado. Una situacion especial se muestra en la Figura 2.18 con
la energia total E = 3 > Upyn, y con a = 4y p = 7 (aunque Upyp €S
independiente de estos valores).

n
P U
7
a i
4
10
— 4
8f | x4 i
‘ 4ix"+ X 14
= O | —E ]
5 \
0 i 2 3 g 5 6

Figura 2.18: Variacién de 4/27, 27 /4 y 4/2" 42" /4 en funcién de x. Pardme-
trosa=4,p=7Ty E=3.

A continuacién se presenta el coédigo utilizado para obtener las graficas del
Ejemplo 2.9.
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Cédigo en Mathematica para el Ejemplo 2.9

Definiciones:

n[1l:= Uy = 1;
a

nel= Ulx_,p_,a_] := Uo(—P + —);
x! a

npE= Ulx, 1, 2];

Codigo Figuras 2.17

U, UoxP
In[4]:= Manipulate[Plot[{L:I, of , Ulx,p,al}, {x, 0.1, 5},
x a

Frame—True, FrameStyle—Black, FrameLabel — {"x", "U(x) u},
PlotLegends— Placed[{1/x*, x*, 1/x*+x*},{0.8, 0.7}11,
{p, 0, 10}, {a, 0.1,10}]

Cédigo Figura 2.18

P
%%?,93457, Ulx,p,al, 3}, {x, 0, 10},
Frame—True, FrameStyle—Black, FrameLabel — {"x","U(x)"},
PlotLegends— Placed[{4/x’, x'/4, 4/x"+x"/4, "E"},
{0.8, 0.7}1, PlotRange —{{0, 6},{1, 10}}1, {p, O , 20},
{a, 0.1,10}]

ins]:)= Manipulate[Plot [{

Pregunta. Asumiendo que

a z
U(z) = Uy (ﬁ—i_?)’

con a, b, p, ¢ > 0y p # q, ;tiene el potencial un valor minimo? Si es asi,
Jpara qué valor de x?
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Ejemplo 2.10 I

Resolveremos el problema del Ejemplo 2.5 utilizando la conservacién de
la energia.

Y
A
a
b
R
P
» X
Figura 2.19: Particula descendiendo sobre la superficie de un cascarén
esférico.
Solucién.

Ya que no consideramos la friccién, podemos igualar las energias mecénicas
en los puntos a (donde ¢ = 0) y b (donde se desprende la particula) de la
Figura 2.19,

E, = Ey,

1 1
§mv(2) +mgR = imv2 + mgR cos p. (2.82)

Ahora, en el instante en que se desprende la particula la fuerza normal debe
anularse, por lo que, al aplicar la segunda ley de Newton en el punto b, se
obtiene:

02
mg Cos p = m—. (2.83)
Despejando el valor de v? en (2.83) y reemplazandolo en (2.82), obtenemos:
2 2
p = arccos (3 + ;;OR) . (2.84)
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FEjercicios

2.16 Para una fuerza conservativa, demostrar la equivalencia entre las
siguientes relaciones:

F(f) = =VU() ; VxF(f)=0;
/B () - di = U(Fa) — U(7g) ; fﬁ(f‘)-df: 0.
A

2.17 Demostrar que si la energia potencial depende explicitamente del
tiempo, no se conserva la energia mecanica.

2.18 Para cada una de las siguientes fuerzas unidimensionales, encuentre
la energia potencial asociada. Haga una grafica (con ayuda del Mathematica
o de cualquier otro programa computacional) y un andlisis del movimiento de
la particula (k es una constante positiva): a. F' = z—kg b. F = kx — ka®. c.
F=—kzx.

2.19 Cuando dos atomos o moléculas se acercan, sus nubes electronicas em-
piezan a interactuar y aparecen fuerzas que pueden variar rapidamente con la
distancia (ver simulacién disponible en https://phet.colorado.edu/sims/
html/atomic-interactions/latest/atomic-interactions_en.html).

Un modelo mateméatico sencillo para representar este comportamiento es el
llamado potencial de Lennard-Jones:

oo =se[(2)"- (5)]

donde r es la distancia entre las particulas, € es la llamada profundidad del
potencial y o es la distancia en la que el potencial entre las particulas es cero.
Con ayuda del Mathematica graficar el potencial para diferentes valores de o
y € y analizar el movimiento de la particula. ;Para qué valor de r el potencial
tiene un minimo? ;En qué regiones el movimiento de la particula estéd restrin-
gido (o acotado)?
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Nota. El potencial de Lennard-Jones es un caso particular del potencial
de Mie: U(r) = kp/2P — ky/x9, donde k, y k, son constantes.

2.2.3. Momento angular

El momento angular (I_:) de una particula, respecto al origen de un sistema
de coordenadas desde el que se define el vector posicién 7, estd dado por:

=

L=7xp (2.85)

El torque o momento de fuerza N, respecto al mismo origen de coordena-
das, se define como:

N=#xF. (2.86)
Si se toma la derivada del momento angular,
dL  d
=27 2.
dt dt (T X 17)7 ( 87)
se obtiene (ver Capitulo 1):
dL . df =

La Ecuacién (2.88) implica que si no hay un torque neto actuando sobre
la particula, el momento angular se conserva, es decir, no varia en el tiempo.
Ya que el torque depende del sistema de referencia, la adecuada elecciéon del
sistema de coordenadas puede facilitar el andlisis del problema.

2.3. Dinamica de un sistema de particulas

Hasta aqui hemos estudiado la dindmica de una particula. Como lo ex-
presamos anteriormente, en diversas situaciones podemos considerar como
particula algunos objetos macroscopicos, despreciando las interacciones en-
tre las particulas que constituyen ese objeto. En lo que sigue, extenderemos
nuestra discusion a sistemas formados por muchas particulas. Este estudio sera
de especial interés cuando se estudie la mecanica del cuerpo rigido.
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2.3.1. Centro de masa

Consideremos ahora un sistema compuesto por n particulas cuyas masas
sean mi,ma, M3, ... My. La masa total del sistema M, sera

M =Y m. (2.89)
=1

Z

A

X

Figura 2.20: Vector posicion del centro de masa para un sistema de particu-
las.

Se define el centro de masa de un sistema como el punto geométrico que se
comporta como si sobre él actuara la resultante de todas las fuerzas externas
al sistema.
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Si respecto al sistema de referencia escogido, 7; representa el vector posicion
de la i-ésima particula, se define el vector posicion del centro de masa R como:

T
R:M;mm; (2.90)

En la Figura 2.20 se puede ver que el vector R depende del sistema de
coordenadas elegido.

Para un sistema en el que la distribucién de la masa sea continua, la suma
en (2.90) se reemplaza por una integral,

L
R:M/mm (2.91)

donde dm = pdV, siendo p la densidad del cuerpo. La integral considerada en
esta ecuacién es triple.

Ejercicios

2.20 Considere dos masas mi y mse ubicadas en los puntos (—a,0) y
(a,0), respectivamente. Obtener el centro de masa en los siguientes casos:
(a) m1 = ma =m; (b) m1 =mymao=2m; (c) mi =mymg=100m. ;Qué
concluye?

2.21 Calcular la posicién del centro de masa de la distribucién mostrada
en la Figura 2.21

X X XX
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Y
A
m 2m
L S R *
i i
i i
| |
1 1
ol ! |
; ; > X
i i
| |
1 1
1 1
i i
i i
1P SR P
dm 3m

Figura 2.21: Cuatro masas ubicadas en los vértices de un rectangulo de
lados a y b.

2.22 Obtener la posicién del centro de masa de un sistema formado por
tres masas m; = m, mg = 2m y ms = 3m ubicadas en los puntos (b,0,b),
(0,b,2b) y (0,2b,b), respectivamente.

2.23 Calcular la posicién del centro de masa del hemisferio superior de un
cascardn esférico de radio R y densidad (masa por unidad de area) constante o.

2.24 Mostrar que
1
2 p2 2 2
M*R*=M EZ mr;} 5 ;j imy; 15

. . . 2 o5 o 9 2 RN
Tener en cuenta que rj; = 75 —173, lo cual implica T =i =TT =277,
2.25 Obtener la posicion del centro de masa para la molécula de agua (ver

Figura 1.5, en el Capitulo 1, en la seccién de Tensores).
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2.26 Obtener la posicién del centro de masa para los tridngulos de densidad
uniforme que se muestran en las Figuras 1.6 y 2.22.

Y
A

»X

Figura 2.22: Triangulo rectdngulo e isdsceles ubicado en los cuadrantes I y
II.

2.3.2. Momento lineal del sistema

Denotemos con F; la fuerza neta que actiia sobre la i-ésima particula del
sistema. Esta fuerza se puede descomponer en dos: la fuerza neta hecha desde el
exterior del sistema sobre la i-ésima particula, que denotaremos fuerza externa,
F‘Z-(e); y la resultante de la suma de las fuerzas internas debida a las restantes
n — 1 particulas del sistema,

fi=>"Fi (2.92)
i#i

donde ﬁj representa la fuerza sobre la particula i, debida a la particula j; el
término 7 = j no entra en la suma, ya que f; = 0. La fuerza total sobre la
particula i-ésima sera:
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—

F=F947, (2.93)
Aplicando la segunda ley de Newton a la particula i-ésima,

o dp; dQTz —(e)
F,=— = =F; E i 2.94
at M ag +#sz (2:94)

La relacién (2.94) constituye la ecuaciéon dindmica de movimiento para la
particula i-ésima. Sumemos ahora las ecuaciones para cada una las particulas
del sistema,

Zmz b= S EYYY 6
i=1 i=1 j#i
d2 R non.
dtz(zmm) = FO+3 5N fi (2.95)
i=1 i=1 j#i

Donde hemos definido la fuerza externa neta como la suma de todas las fuer-
zas externas actuando sobre cada particula del sistema, > i _)(e) = F) . gl
ultimo término de la derecha de la Ecuacién (2 95) desaparece con51derando
que, de acuerdo con la tercera ley de Newton, fw = f]Z (verificar paran = 3).
Utilizando la definicién del vector posicién del centro de masa:

2R
M~ = Fe), (2.96)
Este importante resultado indica que el centro de masa del sistema se mue-
ve como si fuera una tnica particula de masa M sobre la que actua la fuerza

externa total F (€) | sin importar las fuerzas internas.

Ejercicio

2.2'7 Completar los pasos intermedios para obtener la Ecuacién (2.96)
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Ya definimos anteriormente el momento lineal del sistema P como la suma
de los momentos lineales de cada particula,

L dr d ¢ d, = dR
P= — = — 7= —(MR) = M— 2.97
;ml at ~da="" gt ME) = Mg (2.97)
0, de manera alternativa
P=MV, (2.98)

donde hemos definido la velocidad del centro de masa como V = %' Asi, el
momento lineal total del sistema es el mismo que tendria una particula de masa
M moviéndose con la velocidad del centro de masa. Si tomamos la derivada
de P,

dP 2R -

— =M-—=F), 2.99

dt dt? (2.99)

La Relacién (2.99) indica que cuando no existen fuerzas externas sobre
el sistema, el momento lineal total del sistema se conserva y su valor es igual
al del momento lineal del centro de masa, P = MYV

2.3.3. Momento angular y torque en un sistema de particulas

Definamos como 73’ la posicién relativa de la i-ésima particula con respecto
al centro de masa (ver Figura 2.23),

—

7' =7; — R. (2.100)
Derivando respecto al tiempo obtendremos las relaciones para las velocidades

—

o' =0 -V, (2.101)

donde v}’ representa la velocidad de la particula respecto al centro de masa,
y V la velocidad del centro de masa.

De manera analoga a como se definié para el caso de una particula, en un
sistema de n particulas se define el momento angular de la i-ésima particula
como:
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Figura 2.23: Posicién relativa de una particula respecto al centro de masa.

—

L; =75 X pi; (2.102)
y el momento angular total del sistema:

n

L= "Li=Y (rixp) =Y (7 x mv}). (2.103)

i=1 i=1 i=1
Utilizando la Ecuacién (2.100), podemos reescribir el momento angular
total en términos del centro de masa:

L=Y"(7'+R) x my(5;' + V); (2.104)

i
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esto es,

L= Z 7' X mv; +Z m;r; ><V+R><Z m;v; +R><Z(ml ) (2.105)

i A

El segundo y tercer término de la derecha de la Ecuacién (2.105) se anulan
(demostrarlo o argumentar cualitativamente). Por lo tanto,

L= Z "} i)+ Rx MV. (2.106)

Es decir, el momento angular total del sistema E, se puede escribir como
la suma de dos contribuciones: el momento angular relativo al centro de masa
(X0 (7" x p')) y el momento angular del centro de masa (R x MV).

Tomemos ahora la derivada temporal del momento angular total (Ecuacién
(2.103)),

= Z g ( (©) +Zfzy) )
B j#i
= Zn x F) +ZZ 7 % fij)- (2.107)

i jF#EL

Teniendo en cuenta la tercera ley de Newton, el tiltimo término de la Ecuacién
(2.107) se anula (demostrarlo). Por lo tanto, definiendo el torque total del
sistema como N = -, N;, la Ecuacién (2.107) queda:

N x 9= N, =N (2.108)

X X XX
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La Ecuacién (2.108) define la conservacion del momento angular para un
sistema de particulas: si el torque total externo sobre un sistema de particulas
es cero, el momento angular total del sistema permanecerd constante en el
tiempo.

2.3.4. Teorema del trabajo y la energia en un sistema de particulas

Definamos la energia cinética total del sistema (T) de n particulas, como
la suma de las energias cinéticas de cada particula,

1 n
T=3 > may. (2.109)
%

En coordenadas del centro de masa,

612771/+V
Por lo tanto,
1 & — _,
T = 5 _mi(@’+V)~(@’+V),
3
1 & s 1 PR DR
= 5XZ:TTLIV +§zi:mivi +§(2)V¥mﬂ’z (2.110)

El dltimo término de la derecha de la Ecuacién (2.110) es 7' m,v;’ =
Por lo tanto, la energia cinética total del sistema sera:

1 1
T= MV 4o S maf (2.111)
7

La energia cinética de un sistema de muchas particulas es iqual a la energia
cinética del centro de masa mds la suma de las energias cinéticas, relativas al
centro de masa, de todas las particulas del sistema.
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Definamos ahora el trabajo neto para llevar el sistema de particulas de un
estado A, a un estado B asi:

n B
Wap = Z/A F; - di,
_ /mzdvl (Tidt) = Zml/ d(v (2.112)

Con esta definicidn:
1 (& 9 1 (& 9
Wap = 3 Zmivi —-3 Zmivi ,
i B i A
Wagp = Tg—Ta. (2.113)

La Relacién (2.113) representa el teorema del trabajo y la energia para
un sistema de particulas.

Energia potencial en un sistema de particulas

Recordemos que la fuerza total sobre la particula i-ésima de un sistema es

n
F=F9%3 i (2.114)
E=]

Si sumamos sobre todas las particulas y aplicamos la tercera ley de Newton,

F=YF=YF". (2.115)

. e . . , . ’
Ahora, si Fi( ) es conservativa, podemos definirla en términos de la energia

potencial como F;(e) = —VUi(e), entonces

F=-v <Z U}‘”)

F = —VUy, (2.116)

donde hemos definido la energia potencial total del sistema como Ur = >} U, @
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Ejercicio

(e .
2.28 Demostrar que para el caso en que Fi( ) sea conservativa, se puede
definir el teorema de conservacién de la energia mecanica, de manera andloga
a como se definié para una particula.

2.3.5. Caso especial: cuerpo rigido

Un cuerpo rigido es un objeto cuya forma no cambia bajo la acciéon de
fuerzas externas. Por lo tanto, las distancias relativas entre las particulas que
conforman el cuerpo estan fijas, es decir, no varian. Si el cuerpo rigido estd
fijo en un punto, entonces, no se trasladard, sino que rotard con velocidad
angular instantanea & alrededor del punto fijo. A continuacién se obtendran
las expresiones para el momento angular y la energia cinética para un cuerpo
rigido.

Momento angular (L) de un cuerpo rigido. Tal como se definié pre-
viamente, el momento angular para un sistema conformado por n particulas
es:

a=1

= Z Mo (T X (G X Ty)),
a=1

= D ma(@r — Fulfa-d)). (2.117)
a=1

Para obtener la ultima expresion se utilizé la tercera de las ecuaciones mos-
tradas en el Ejercicio 1.22 ,con A=C=7,y B=d.

La k-ésima componente de L est4 dada por:
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donde [ es el tensor de inercia y zo; es la i-ésima componente del vector
posicién de la a-ésima particula. En notacién compacta, la expresiéon anterior
se puede ver como el producto escalar entre un tensor de segundo rango y un
vector:

-

L=1-.

Este tensor relaciona una suma sobre las componentes de la velocidad angu-
lar con la k-ésima componente del momento angular. Sus componentes estan
dadas por (ver Ecuacién (1.36))

n 3
EZ Okj Y a2, = Tk |- (2.119)
a=1 i=1

Las componentes 11, lo2 e I33 se llaman momentos de inercia, mientras que
las componentes [12, I3 e l23 se denominan productos de inercia. Todas estas
componentes dependen de la direccién del eje de rotacion.

Si el cuerpo corresponde a una distribucién continua de materia con den-
sidad de masa p = p(¥), el tensor de inercia estd dado por (ver Ecuacién
(1.37))

I]jkz/ (7) (5]ka2 zjzy | dV, (2.120)

donde dV es el diferencial de volumen.
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Pregunta. ;Cuédles son las unidades de las componentes del tensor de iner-
cia? (ver Ecuaciones (2.119) o (2.120)).

Nota. En la Seccién 1.9, se explican detalladamente algunas propiedades
del tensor de inercia y se obtiene el tensor de inercia para algunos cuerpos.

La Ecuacién (2.118) indica que cada una de las componentes del mo-
mento angular estd dada por una funcién lineal de todas las componentes del
vector velocidad angular. Es decir, el momento angular y la velocidad angu-
lar estdan relacionados mediante una transformacion lineal. A continuacién se
mostrard explicitamente esto, haciendo k = 1,2,3 en la Ecuacién (2.118):

L1 = w4 laws + l13ws,
Ly = la1wy + lasws + lo3ws,
Lz = lz1w1 + l30w2 + I33ws.

A partir de la Ecuacién (2.119), los momentos de inercia, en forma
explicita, son:
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Y los productos de inercia son:

n n
12 = =) MaTaiTa2=— Y MaTala:
a=1 a=1
n n
D13 = - Z MaTa1Ta,3 = — Z MaTaZa,
a=1 a=1
n n
lo3 = — Z MaTa2Ta3 = — Z MaYazas
a=1 a=1

3 2 2 2 2 2
donde wa,l = Tq, 'CCOL,Q = ya7 'CCOL,3 = Za y Zi:l xa7i = xa + ya + Za = Ta'

Como el tensor de inercia es simétrico (ver Seccién 1.9), entonces 15 = lo1,
l13 =31 e log = 3.

El tensor de inercia se puede representar por una matriz cuadrada 3 x 3.
Cuando todos los productos de inercia son cero, entonces, el tensor de inercia se
representa por una matriz diagonal: I; = Ij.0x, donde los I} son los elementos
de la diagonal de esta matriz. En este caso,

L =) lpjwj = Ixbpjw; = Lrwy. (2.121)
j j

Los ejes del sistema coordenado en el cual el tensor de inercia es diagonal, se
llaman ejes principales de inercia.

Energia cinética de un cuerpo rigido. La energia cinética rotacional

de un cuerpo rigido, formado por n particulas y fijo en un punto, esta dada
por:
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1 1
2 O
T = 52771@%: §Zmava-va,
a=1 a=1
1& o
T = B Zmava (@ X Tq),
a=1
n
1 o s o ., . s
T = 3 Z Me & - (T X Uy) (se aplicéd la segunda ecuacién del Ejercicio 1.22),
a=1
1 n
T = §J'Z'Fa><ma'l7a7
a=1
1 n
T = S ) 7uxha
a=1
1 -
T = -&-L
2 b
1 3
=1

De acuerdo con la Ecuacion (2.118), L; = Z?Zl l;jw;. Al sustituirlo en
la ecuacioén anterior se obtiene:

1 3
T = 5 I]ijwz-w]-. (2122)
1

1,j=

En notacién compacta, la expresion anterior se puede escribir como:

1
T=-3-1-a.
5 @ l-@
Pregunta. A partir de la Ecuacién (2.122), ;cudles son las unidades del

tensor de inercia?

De acuerdo con la Ecuaciéon (2.122), la energia cinética (rotacional) del
cuerpo rigido que estd fijo en un punto es una funcién cuadratica de las velo-
cidades angulares y el tensor de inercia es el factor de proporcionalidad entre
la energia cinética y la velocidad angular.
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=
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Cuando todos los productos de inercia son nulos, es decir, cuando el tensor
de inercia se representa por medio de una matriz cuadrada, la Ecuacién
(2.122) se transforma en:

1 1 1
T = 5 Z I]iéijwiwj = 5 Z ﬂiwf = §(|]1w% + ﬂgw% + |]30J§).
i, i
Esta expresion indica que al considerar los ejes principales de inercia, la energia
cinética se representa por un elipsoide. Si l; = Iy = I3, la energia cinética co-
rresponde a la superficie de una esfera; y si [y = ly # 3, estd dada por un
esferoide.

Finalmente, reemplazando a la velocidad angular por é, la energia cinética

es
3

> 15600,

1,7=1

T:

N[ =

Si 6; y éj son independientes, se obtiene:

> é,‘l.T = 2T,
00,

donde se usé la Ecuacién (1.50).

Ejercictos

2.29 Obtener el momento angular y la energia cinética para la molécula
de agua (ver Ejemplo 1.7) en el caso que gire en torno al eje Z con velocidad
angular constante.

2.30 Obtener el momento angular y la energia cinética para el tridngulo
mostrado en la Figura 1.6 (ver Ejemplo 1.8) en el caso que gire en torno al
eje Z con velocidad angular constante.

—_
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2.31 Obtener el tensor de inercia, el momento angular y la energia cinética
para el cuerpo rigido mostrado en la Figura 2.21, con respecto al centro de
masa. Hallar un sistema de ejes principales.

2.32 Considere un cuerpo rigido formado por tres masas mi; = m, me = 2m
y m3 = 3m ubicadas en los puntos (b,0,b), (0,b,2b) y (0, 2b,b), respectivamen-
te (ver Ejercicio 2.21). Hallar el tensor de inercia, el momento angular y la
energia cinética asumiendo que el cuerpo esta fijo en su centro de masa. Hallar
un sistema de ejes principales.

2.4. Actividades complementarias

A continuacién se listan algunos articulos con el objetivo de complementar,
profundizar o extender los temas tratados en el presente capitulo.

1. Los sistemas con masa variable son poco tratados en la mayoria de libros de
texto de mecdnica clasica. Sin embargo, es un tema que tiene aplicaciones
préacticas y sobre el cual se puede investigar. Algunos autores plantean que
la Ecuacién (2.10) viola el principio de relatividad bajo transformaciones
galileanas. Los siguientes articulos son una motivacién para profundizar en
este tema:

« Thomaz MT, Correa EV. Center of mass of a system of variable mass
particles. Rev Bras Ens Fis. 2019; 41(3).

+ Thomaz MT. Newton’s Second Law of a particle with variable mass. Rev
Bras Ens Fis. 2021; 43.

« Plastino AR, Muzzio JC. On the use and abuse of Newton’s second law for
variable mass problems. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy.
1992; 53.

« Koczan GM. Defining of three-dimensional acceleration and inertial mass
leading to the simple form F=MA of relativistic motion equation. [Phy-
sics.hist-ph]. [Fecha desconocida].

—_
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+ Pesce CP, Casseta L. Variable mass systems dynamics in engineering
mechanics education Proceedings of COBEM, 19th Int. Int Con Mech
Eng. 2007.

« Wolny J, Strzalka R. Momentum in the dynamics of variable-mass sys-
tems: classical and relativistic case. Acta Physica Polonica A. 2019;
135(3): 475-9.

+ Awrejcewicz J. Dynamics of Systems of Variable Mass. Classical Mecha-
nics, chapter. 2012; 341-57.

« Eke FO, Mao TC. On the dynamics of variable mass systems. Internatio-
nal Journal of Mechanical Engineering Education. 2002; 30(2).

2. El movimiento parabdlico de un proyectil sin considerar la friccion que
ejerce el medio en el cual la particula se mueve, es un caso ideal. Una manera
de incluir la friccién es considerar fuerzas que dependan de la velocidad
(~ v™). Este tema da la oportunidad de explorar este movimiento tomando
diferentes valores para n, usando herramientas computacionales. En los
siguientes articulos se trabaja movimiento parabdlico asumiendo fuerzas
de friccién que varian lineal o cuadraticamente con la velocidad:

« Stewart SM. An analytic approach to projectile motion in a linear resisting
medium. Int J Math Educ Sci Technol. 2006; 37(4).

« Hernandez-Saldana H. On the locus formed by the maximum heights of
projectile motion with air resistance Fur. J Phys. 2010; 31.

« Morales DA. A generalization on projectile motion with linear resistance

Can. J Phys. 2011; 89.

+ Ivchenko V. On projectile motion with the quadratic drag force. Eur J
Phys. 2018; 39.

+ Belgacem CH. Range and flight time of quadratic resisted projectile mo-
tion using the Lambert W function. Fur J Phys. 2014; 35.

» Benacka J. Solution to projectile motion with quadratic drag and gra-
phing the trajectory in spreadsheets. Int J Math Educ Sci Tech. 2010;
41(3).

« Karkantzakos PA. Time of flight and range of the motion of a projectile
in a constant gravitational field under the influence of a retarding force
proportional to the velocity. J Eng Sci Tech Rev. 2009; 2(1).

» De Alwis T. Projectile motion with Mathematica Int. J Math Educ Sci
Technol. 2000; 31.

+ Morales CA, Munoz JH, Vera CE. Some remarks on projectile motion
with a linear resistance force, working paper. 2019.

+ Ribeiro WJM, Souza JR. Projectile Motion: The “Coming and Going”
Phenomenon. Phys Teach. 2021; 59.
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3.

« Sarafian H. What projective angle makes the arc-lenght of the trajectory
in a resistive media maximum? A reverse engineering approach. American
Journal of Computational Mathematics. 2021; 11: 71-82.

Un caso especial del Ejemplo 2.7, asumiendo que la fuerza de friccion y
la fuerza externa F' son cero, se presenta en el articulo:

« Bollina O, Parreira JR. A problem of relative, constrained motion. Phys
Teach. 1998; 36.

En este trabajo se desarrollé6 un nuevo método para determinar la acele-
racion relativa de un bloque que desliza sobre un plano inclinado que se
mueve horizontalmente.

Con el propédsito de estudiar la conexién entre teorfa de grupos (ver la
Actividad complementaria 4 en el Capitulo 1) y las transformaciones
entre sistemas de referencia, se recomienda estudiar el articulo:

« Rocha AN, Rizzuti BF, Mota DS. Galileo and Lorentz Transformations: A
study via group theory. Rev Bras Ens Fis. 2013; 35(4).

En el Ejemplo 2.1, la tensién en la cuerda a la que estdn unidos los
dos cuerpos es constante. Sin embargo, en algunos casos, como el presen-
tado en el Ejercicio 2.15, la tensién es variable. Este montaje sencillo
(ver Figura 2.15) ofrece la posibilidad de explorar el uso de herramientas
computacionales con el experimento en mecanica clasica. Recientemente,
en los siguientes articulos se ha profundizado en este sistema fisico:
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« Benitez D, Herrera HJ, Munioz JH. Symmetry in the system of two blocks

connected by a string with variable tension. Rev Cubana Fis. 2019; 36(2):

139-43.
» Herrera-Suarez H, Munoz J. Two blocks connected by a string with varia-
ble tension: a dynamic case. Physics Education. 2020; (5).

« Mungan CE. Comment on “Two blocks connected by a string with varia-
ble tension: a dynamic case”. Phys Educ. 2021; 56(2).

« Franco A, El mejor angulo para arrastrar un bloque. Curso Interactivo
de Fisica en Internet [internet]; [citado el 29 de septiembre de 2022].
Disponible en: http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3/dinamica/arrastra/
arrastra.html
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