Capitulo

Oscilaciones

En este capitulo se hace una introduccion a las oscilaciones lineales a través
de desarrollos matemaéticos detallados. Se consideran oscilaciones libres, amor-
tiguadas, forzadas y acopladas.

3.1. Oscilaciones libres 0 armonicas

En esta seccién se describen tres sistemas fisicos que presentan la misma
ecuacién de movimiento y su respectiva solucion.

3.1.1. Masa atada a un resorte

Consideremos una masa m atada a un resorte de constante elastica k,
sometida a una fuerza recuperadora F = —kZ, donde ¥ es la deformacion
unidimensional del resorte (ver Figura 2.5). A este tipo de fuerza central, de
caracter lineal, se le conoce como ley de Hooke. El signo menos indica que es
una fuerza restauradora.

En lo que sigue se adopta como notacién & = C(le y = ‘(I;T”;, es decir, un
punto sobre la variable representa su derivada temporal y dos puntos sobre la
variable simbolizan la segunda derivada respecto al tiempo.
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La ecuacion de movimiento para el sistema masa-resorte se obtiene a partir
de la segunda ley de Newton, ﬁtotal = ma, donde ﬁtotal es la fuerza total que
actla sobre la particula en la direccion del movimiento (ﬁtotal = —kT, en este
caso), y d es su aceleracién. Usando la notacién mencionada anteriormente se
obtiene:

mi = —kuz,
mi+kx = 0,
.k
r+—x = 0.
m

Asi, la ecuacién de movimiento se escribe como:

itwde=0, (3.1)

donde wy = 1/%, se llama frecuencia propia del sistema. La solucién para la
Ecuacién (3.1) se presenta al final de esta seccién.

Pregunta. ;Cudl es la unidad de medida de la frecuencia propia wg?

Respuesta. En primer lugar se obtienen las unidades de la constante
elastica k. Como k = £l se obtiene: [k] = N = (ki'zm)(i) = %, donde N, kg,

x m m
m y s denotan Newtons, kilogramos, metros y segundos, respectivamente. Por

lo tanto, las unidades de wy son [wy] = (%) 7 = 1. Es decir, las unidades de

wp son el inverso del tiempo.

Otro camino para obtener las unidades de wqg es a partir de la Ecuacién
1

1)l = () = (3 4)" = &

3.1.2. Péndulo simple

Un péndulo plano estd conformado por una masa m atada a una cuerda
inextensible de longitud I, que oscila respecto a la vertical (ver Figura 3.1).
Las fuerzas que actiian sobre la particula son el peso (denotado por @ y cuya
magnitud es mg, donde g es la magnitud de la aceleracion de la gravedad en
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Capitulo 3: Oscilaciones

Figura 3.1: Péndulo simple.

la tierra) y la tension (') de la cuerda.

Respecto a un sistema de coordenadas polares (caso particular de un sis-
tema de coordenadas cilindricas con z = 0 y ¢ = 6, ver Seccién 1.8.1), se
observa, en la Figura 3.6, que el vector peso se puede descomponer en dos
componentes: una a lo largo de la direcciéon radial p, cuya magnitud es igual
a mgcosf, y la otra en la direccién contraria al vector 0. Las ecuaciones de
movimiento, en coordenadas polares, a partir de la segunda ley de Newton se
escriben como:

T —mgcos® = ma, = p— pb?, (3.2)

—mgsen f = mag = p + 20, (3.3)

donde hemos utilizado las aceleraciones obtenidas en (1.28). Ya que hemos
considerado una cuerda inextensible (p = | = cte), las Ecuaciones (3.2) y
(3.3) se transforman en

T — mgcosf = —162, (3.4)

—mgsen = 10. (3.5)
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Asumiendo que las oscilaciones son pequenas, en la Gltima ecuacién se pue-
de utilizar la aproximacién sen f = 6 para obtener la ecuacién de movimiento
del denominado péndulo simple:

+wio=0, (3.6)

donde wy = \/%7 se conoce como la frecuencia propia del sistema. Es im-
portante resaltar que esta frecuencia es independiente del valor de la masa
suspendida.

Pregunta. ;Cudl es la unidad de medida de la frecuencia propia del péndu-
lo simple?

Respuesta. A partir de la expresién wy = ﬁ se obtiene [wy] = 1/8%% =
. Es decir, la frecuencia propia tiene unidades del inverso del tiempo (si el
tiempo estd en segundos, la unidad se denomina Hertz y se abrevia como Hz).

1
s

3.1.3. Péndulo fisico

Figura 3.2: Péndulo fisico.

Un péndulo fisico (o péndulo compuesto) es un cuerpo rigido que oscila
libremente alrededor de un eje fijo que esta a una distancia r del centro de
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masa (ver Figura 3.2). Este eje fijo corresponde al eje principal de inercia del
péndulo fisico, por lo que su momento angular esta dado por

L= I6k.
Usando la Ecuacién (2.108) y teniendo en cuenta que la tnica fuerza que

produce torque (o momento de fuerza) es el peso del cuerpo tenemos

% (IG]AC) =7 x (—=mgj),

por lo que

16 = —mgrsen.

Considerando solo oscilaciones pequefias (sen 6 = 0,) la ecuacion de movimien-
to es
0+wi 0=0, (3.7)

donde wo = /™" es la frecuencia propia del péndulo fisico. Nuevamente se

obtiene una ecuacion diferencial de seqgundo orden, lineal, homogénea con co-
eficientes constantes.

Ejercicios

3.1 Considerando que las unidades del momento de inercia son [I]= kg -

m?, verificar que las unidades de la frecuencia propia del péndulo fisico son s 7.

3.2 Asumiendo I = mr?2, jcudl es la frecuencia propia del péndulo fisico?
Compare esta frecuencia con la del péndulo simple, ;qué concluye?

3.1.4. Solucion de la ecuacion diferencial i + w2 2 = 0

De las Relaciones (3.1), (3.6) y (3.7) se concluye que las ecuaciones de
movimiento para los sistemas masa-resorte, péndulo simple y péndulo fisico
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tienen la misma forma: # + widx = 0. Esta tltima expresién es una ecuacion
diferencial de sequndo orden, lineal, homogénea y con coeficientes constantes.
Los objetos descritos por esta ecuacién experimentan lo que se conoce como
un movimiento armonico simple. Es importante estudiar esta ecuacién dife-
rencial porque una gran variedad de sistemas en diferentes areas de la fisica
se describen, con buena aproximacién, por medio de ella.

Una ecuacién diferencial de segundo orden, lineal y homogénea, tiene dos
soluciones linealmente independientes. Por lo tanto, si x1 y x2 son soluciones,
la combinacién lineal de ellas, axi + bxy también es solucién.

Se propone x = e como solucién a la ecuacién diferencial i + w%x = 0.

La primera y segunda derivada de x respecto al tiempo estdn dadas por
T = )\e’\t,

i = A2,

Al sustituir estas dos expresiones en la ecuacion diferencial se obtiene:

MM w2eM = 0,
(2 4ud)e* = o
A\ +wi) = 0,

A = Liwg.

Asi, se tienen dos soluciones: z1 = eT™0! y 19 = e7™0! La solucién general

serd una combinacién lineal de ellas:
a(t) = Cy e"0f 4 Oy e, (3.8)

donde C7 y C5 son constantes de integracion. La ecuacién anterior pertenece
al campo de los ntimeros complejos. Utilizando la ecuacién de Euler ¢ =
cos o + 1 sen « y construyendo las siguientes combinaciones lineales de z1 y =2
se obtienen soluciones reales:

T = (e“‘*’ot + e”wot) = coswyt,

IN\'J.‘HL\DM—‘

(e“wot — e‘“’“t) = sen wot.
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Con la combinacién lineal de estas expresiones se construye una solucién ge-

neral que pertenece al campo de los niimeros reales:

b1 Ty + be o,
= by coswot + by senwyt. (3.9)

Si las constantes de integracién {b;, ba} se transforman en las constantes

{A, ¢} mediante las ecuaciones:

b1 = Acos ¢,
bs = Asen ¢,

se puede representar la relacion entre ellas mediante el tridngulo rectangulo

de la Figura 3.3.

ba

¢

b
Figura 3.3: Relacién entre las constantes de integracion.
De esta manera, la solucién a la ecuacién diferencial sera
z(t) = Acos(wot — ¢). (3.10)

Ya que la ecuacién es de segundo orden, su solucién tiene dos constantes: A y
¢ que son la amplitud y la fase inicial, respectivamente. La velocidad v y la
aceleracién a en funcién del tiempo, estdn dadas por

v(t) = Cc% = —wpAsen(wot — @),
dv  d*x
a(t) = il —wi A cos(wot — ¢). (3.11)
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Pregunta. ;Cudl es el periodo del movimiento?

Respuesta. Sea T el periodo del movimiento. Por lo tanto, se debe cumplir
que z(t) = z(t + T). Esto implica

Acos(wot — ¢) = Acos[wo(t +T) — ¢],
cos(wot — @) = cos[(wot — @) + woT)-

Asi, se debe cumplir que w1 = 27, por lo que el periodo estarda dado por

_

T (3.12)

wo
Sustituyendo la expresién para wp obtenida para cada uno de los sistemas

fisicos tratados en las subsecciones anteriores, se obtiene el periodo de estos
sistemas (ver Tabla 3.1).

Pregunta. ;Qué informacién contiene la fase inicial ¢?

Respuesta. La fase inicial ¢ contiene informacién acerca de la posicién de
la particula en t = 0. Supéngase que en t = 0, x = . Asi, de la Ecuacién
(3.10) se obtiene

z(t = 0) = zg = Acos ¢.

En la Tabla 3.2 se presentan valores de la fase inicial ¢, para algunos
valores de xzg. Por otra parte, en la Figura 3.4 se presentan la posicién, la
velocidad y la aceleracién en funcién del tiempo, tomando como condiciones
iniciales 2(0) = 3 cm y 2(0) = 0, y haciendo ¢ =0, A =3 cm y wp = 2 s~ .
En este caso, el periodo es T' = .

Ejemplo 3.1 I

Demuestre que la energia mecdnica total del sistema masa-resorte es cons-
tante y estd dada por F = %mw%AQ. Adicionalmente, grafique las energias
cinética, potencial y mecanica total en funcién del tiempo.
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Tabla 3.1: Periodo para algunos sistemas fisicos que presentan movimiento

armonico simple.

Sistema

fisico Periodo (T _ il)

0

Analisis

un resorte

Masa atada a 2 —on. /™
L k
m

Péndulo sim- 2w l
2N on [t
ple g g
l
Péndulo fisico 2 =27 !
mgr mgr

El periodo del sistema masa-resorte
varia inversamente proporcional a
la raiz cuadrada de la constante
elastica del resorte y directamente
proporcional a la raiz cuadrada de
la masa.

El periodo del péndulo simple es in-
dependiente de la masa m suspendi-
da de la cuerda. Solo depende de la
longitud de la cuerda de la forma

T3

A partir de esta expresién se pue-
de obtener el momento de inercia
del cuerpo que estad oscilando, cal-
culando inicialmente el periodo. De
igual manera, se puede hallar la lon-
gitud del péndulo simple equivalen-
te igualando los periodos para los
péndulos simple y fisico.

Solucion.
La energia total es la suma de la energia cinética (T = %ma’:Q)
energia potencial (U = %ka), donde:
L .2 o _ 1 90 o
T= gmd” = §m[—w0A sen(wot — @)]° = imwoA sen” (wot — @),

U = %kﬁ = %kA2 cos®(wot — ¢) = %(mw%)ﬁﬁ cos? (wot — ¢).

7

mas

la
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Tabla 3.2: Fase inicial ¢ para algunos valores de z(t = 0) = xg.

o ¢
—-A m
—A/2 27/3
0 /2
A2 w/3
A 0; 27
10} 1
s5f 1
0
-5} — X(t) 1
v(t)
-10f a(t) 1
00 05 10 15 20 25 3.0

t(s)

Figura 3.4: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracion
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador arménico simple.

Por lo tanto,
1 1
E=T=U= §mw§A2 [sen?(wot — ¢) + cos?(wot — ¢)] = imngz. (3.13)

Este resultado demuestra que la energia mecanica total para un oscilador

armoénico simple es constante y proporcional al cuadrado de la amplitud:
E x A2,
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La Figura 3.5 muestra la evolucion de las energias cinética, potencial y
total en funcién del tiempo. En esta gréafica se aprecia que la energia total
es constante y que en el instante en el cual la energia cinética es maxima, la

energia potencial es cero, y viceversa.

151 :
10 1
5F |
U
oF —— E. Total
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0

t(s)

Figura 3.5: Energias cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) para el oscilador libre en funcién del tiempo.
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A continuacién se presenta el cédigo utilizado para obtener las gréaficas del
Ejemplo 3.1.

Cédigo en Mathematica para el Ejemplo 3.1

Definiciones:
n[l]:= A = 3;
k = 4;

Inf2:= WO= k/m; (xfrecuencia propia al cuadradox)
Solucién de la ecuacion diferencial:

n@= x[t_l:= A Cos[VWO t]
Cédigo Figura 3.4:

n@l= Plot[{x[t], x’[t], x’’[t]}, {t, O, m}, Frame—True,
FrameStyle—Black, FrameLabel — {"t(s)",""},
PlotLegends— Placed[{"x(t)", "v(t)", "a(t)"}, Center]]

Definiciones:
msl= T = (0.5)*m*(x’ [t])?;

mel= U = (0.5)*k*(x[t])?;

Inf7:= EM = T + U;
Cédigo Figura 3.5:
ingl= Plot[{T, U, EM}, {t, 0, 7}, Frame—True,

FrameStyle—Black, FrameLabel — {"t(s)", ""},
PlotLegends— Placed [{"T", "U", "E. Total"}, Center]]

Ejercicio

3.3 El valor promedio de una funcién f = f(x) en el intervalo [a, b] estd
definido por
1

e /abf(:v)d:v.

Considere el sistema masa-resorte (oscilador arménico simple) y demuestre
que los promedios temporales de la energia cinética (T') y la energia potencial
(U) en una oscilacién son iguales:

< f>=

1 1
<T>=<U>= ZmwSA2 = 5B
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En este caso el intervalo de integracién esta dado por [0, T = i—’g] (esta T

significa periodo).

Calcular también el promedio espacial de la energia cinética y la energia
potencial en un ciclo. ;Son iguales estos promedios?

3.1.5. Trayectoria del oscilador armonico simple en el espacio de fase

El espacio de fase de un sistema es una construccion matemaética que per-
mite representar el conjunto de las posiciones y las velocidades de una particu-
la. Para obtener la trayectoria de la particula en este espacio se debe expresar
la posicion en funcién de la velocidad, eliminando el parametro tiempo. Utili-
zando la Ecuacién (3.10):

22 = A% cos?(wot — @) — % = cos?(wot — @),
i? = wiA?sen®(wot — ) — L sen?(wot — ¢)
= wj 0 w(Q)AQ = 0 .

Sumando las dos ecuaciones anteriores se obtiene
2 .2

s X 2 2

ﬁ—"@ = COS (UJOt-(l))—FSQH (Wot—¢) = ].7

por lo tanto,
2 .2
x i
el + W =1, (3.14)
de donde se concluye que la trayectoria en el espacio de fase (& vs ) del
oscilador libre es una elipse. En la Figura 3.6 se muestra esta trayectoria,
obtenida con el comando ParametricPlot del paquete Mathematica a través

de las siguientes instrucciones:
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Codigo en Mathematica para la Figura 3.6

Definiciones:
In[4]:= A = 3;
k = 4;
In[5]:= WO0= k/m; (*frecuencia propia al cuadradox*)
In[6]:= x[t_ 1:= A Cos[VWO t]

Cédigo Figura 3.6:

In[7]:= ParametricPlot [{x[t]1/A%, x’[t]/(A%%W0)},{t, O, =},
Frame—True, FrameStyle—Black, FrameLabel—{"x(t)", "v(t)"}]

015 F ]
0.10 F E
0.05 ]

0.00

v(cm/s)

-0.05F ]
-0.10 f E
-0.15 ]

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

x(cm)

Figura 3.6: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador libre.

Ejercicios

3.4 Obtener la constante eldstica de un resorte aplicando la ley de Hoo-
ke utilizando la aplicacién Masas y Resortes o Ley de Hooke del simulador
PhET; disponibles en https://phet.colorado.edu/es/. Suspenda de un re-
sorte diferentes masas y mida el estiramiento del resorte para cada masa.

Luego grafique estos datos (puede ser en Excel, GoeGebra o Mathematica);
esta funcion debe ser una linea recta cuya pendiente serd igual al valor de la
constante elastica del resorte.
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3.5 Verificar que el periodo de un péndulo simple es independiente de la
masa y que varia al modificar la longitud de la cuerda utilizando la aplicaciéon
Lab de péndulo en el simulador PhET.

3.6 Hacer un analisis del péndulo simple por medio del analizador de vi-
deos Tracker (disponible en https://physlets.org/tracker/).

3.7 Obtener el valor de la gravedad por medio de un péndulo simple. Hallar
el periodo de un péndulo simple variando la longitud de la cuerda. Con estos
datos hacer la gréafica T? Vs [ y determinar la gravedad a partir de la pendiente
de esta recta.

3.2. Osciladores libres en dos dimensiones

Consideremos una particula atada a dos resortes que tienen la misma cons-
tante eldstica y estan ubicados perpendicularmente. La fuerza, de tipo central,
que actia sobre la particula es F = —kfi* = —k(z i +vy j ). La evolucién
temporal de estos dos osciladores esta dada por:

x = Acos(wot — ¢), (3.15)
= Bcos(wpt — ). (3.16)
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A continuacién se obtendra la trayectoria de la particula eliminando el tiempo
de las expresiones anteriores:

y = Bcos(wot — a + ¢ — ¢),
= Bcos[(wot — ¢) + (¢ — o)),
= B cos[(wot — ¢) + 9] (donde § = ¢ — a = diferencia de fase),
= Blcos(wot — ¢) cos d — sen(wot — ¢) sen 4],

= Blcos(wot — ¢) cosd — \/1 — cos?(wot — ¢) sen d].

Como z = Acos(wot — ¢), entonces % = cos(wot — ¢). Sustituyendo esta

x [ 2?
y= B[Zcosé— 1-— ﬁsené],

Ay = Bxcosd — BV A? — x?sen §,
Ay — Bxcosd = —BVA? — 22sen 0,
A%? + B%2? cos? § — 2ABxy cos § = B%(A? — x?) sen? 4,
A?%y? + B?2?(cos® 0 4 sen? §) — 2ABxycos § = B> A% sen? .

expresion en la anterior se obtiene:

Asi, la trayectoria de la particula estd determinada por la ecuacién
B%z% — 2ABxy cos§ + A%y? = B2A%sen? . (3.17)

En general, la ecuacién anterior corresponde a una ecuaciéon cuadratica o, mas
estrictamente, una forma cuadrdtica. A continuacién se considerardn algunos
casos especiales:

s §=0°(0360°): B222—2ABay+ A% =0 — (Bz—Ay)’ =0 —y=
%x. Es decir, la particula recorre una trayectoria lineal con pendiente
positiva.

» § =180° B222+24Bzy+A%? =0 — (Ba+Ay)??=0 — y=-Zz.
En este caso la particula se mueve sobre una recta de pendiente negativa.

= 5 = 90°: B%z? + A%? = B%2A? - ﬁ—i + %22 = 1. La particula
recorre una elipse en el sentido de las manecillas del reloj. Si A = B,
la trayectoria es circular. Para 6 = 270° la particula describe la misma
figura recorriéndola en el sentido contrario al de las manecillas del reloj.
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= § = 150°: B2%2? + 2ABxy§ + A%y? = B2A%(3)? — 4B%? +
4/3ABxy + 4A%y? = B2A%. La trayectoria corresponde a la de una
elipse que no tiene sus semiejes paralelos a los ejes © — y recorrida en el

sentido de las manecillas del reloj. Sus nuevos ejes normales 2’ — 3’ estéan

rotados un angulo 6, con respecto a los ejes x — y.

= 0= 300° B2 — 24Bay (3) + A%? = B2AX (-2 - 4B%? -
4ABxy + 4A%y? = 3B?A2. En este caso la particula recorre, en sentido
contrario al de las manecillas del reloj, una elipse que esta rotada un
angulo 6 con respecto a los ejes z — y.

La Ecuacién (3.17) se puede graficar con el programa Mathematica a
través de la siguiente rutina: (1) Se despeja a y en funcién de & por medio del
comando Solve; (2) Se obtienen dos expresiones para y en funcién de z; (3)
Por medio del comando Plot se grafican estas dos expresiones para y = y(z) vy,
seguidamente, se utiliza el comando Manipulate. De esta manera, podemos ver
la trayectoria para cualquier valor de d. A continuacién se muestra esta rutina
y la trayectoria para dos osciladores libres perpendiculares con una diferencia
de fase § = 5,81823 radianes (=~ 333,36°) y amplitudes A =5 cm, B = 2 cm
(ver Figura 3.7).

Cédigo en Mathematica para la Figura 3.7

In[1]:=

Out[1]=

In[2]:=

Solve[B"2 x"2 - 2 A B x y Cos[0]+A"2 y~2 ==
B~2 A2 (8in[d])"2,y]

_ABx Cos[6]+\/A* B? Sin[6]%-A? B? x* Sin[)]?
A2

L ABx Cos[61-\/A* B2 Sin[6]-A% B? x2 Sin[4]>
A2

Hy
{y

}
1

A B x Cos[6]+\/A* B2 Sin[61°-A% B? ¥* Sin[4]’
A2
A B x Cos[0]1-\/A* B2 Sin[§]1°-A? B? x* Sin[/]’
}: {X,'S,S},
A2
Frame—True, FrameStyle—Black, FrameLabel — {"x(cm) D,
"y(cm)"}1,{6,0, 2Pi},{A,-5,5},{B,-4,4}]

Manipulate [Plot [{

H

vvvvv



Notas introductorias de mecdnica clésica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

5 D:
581823 \|—|>|+||Q|V|
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M
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[2 | EDTFEIEREIE]

y(cm)
o

2t

Figura 3.7: Trayectoria de dos osciladores armoénicos perpendiculares con
una diferencia de fase § ~ 333,36°.

Nota. Cuando las frecuencias propias de los dos movimientos son diferen-
tes, (wo)z # (wo)y, las trayectorias se denominan Curvas de Lissajous.

La Ecuacién (3.17) se puede escribir en forma matricial de la siguiente

manera:
B2 —ABcosé T
( Ty ) —ABcosd A? = B’ A% sen’s.
Definiendo el vector columna 7y la matriz Qax2 por

N Q= B2 —AB cosd

"y Y ~ \ —ABcosd A2 ’
se obtiene

FTQF = B?A%sen? 4. (3.18)
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Considerando la matriz de rotacién O, tal que OOT = OTO = I, el lado
izquierdo de la ecuacién anterior se puede escribir como:
7T Qr = 7T (0T0)Q(OTO)F,
= (10")(0QO™)(0F),
= (0om)T(0QO™)(07),
— (F/)Todg,';»/

donde Og, es una matriz diagonal dada por la transformacién de similaridad
ortogonal Oqe = OQOT y 7' = Of es el vector rotado de componentes 2’ y 3/,

o '\ [ cosf senf x
A\ vy )\ —senf cosf y |-
De esta manera

I _,, A0 !
rTQr = ()T Oggi” = ( oy ) ( 01 o ) ( z, ) = M (@)’ + Xa(y)*

Se aprecia que ya no aparece un término de acople z'y’. Por lo tanto, la
Ecuacién (3.17) en el sistema rotado un dngulo 6 es

M (@) 4 Ao (y)? = B2A? sen? 6. (3.19)

FEjercicio

3.8 Encontrar los autovalores y los autovectores de la matriz @ (Sugeren-
cia: utilizar el paquete Mathematica). ;| Es posible encontrar una relacién entre
el dngulo de rotacién 0 y la diferencia de fase §7

vvvvv
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3.3. Oscilaciones amortiguadas

Un caso mas real de las oscilaciones se da cuando se incluye una fuerza de
amortiguamiento adicional a la fuerza restauradora —kz. Una aproximacion
buena es asumir que esta fuerza es proporcional a la velocidad: —bi. Las

unidades de b son N = %, donde m, kg y s denotan metros, kilogramos

s
y segundos, respectivamente. La ecuacion de movimiento para el oscilador
amortiguado esta dada por

mi = —kx — bx

O~

b
i+ —0+ —x=0,
m m

donde m representa la masa de la particula (el lector no debe confundirla con
la m utilizada para simbolizar metros: en general, las variables se denotan con
letras en cursiva «<m» y las unidades en letras redondas «m»). De la tdltima
ecuacién se obtiene:

i+ 20 +wiz =0, (3.20)

donde w3 = % es la frecuencia propia y § = % es el pardmetro de amorti-
guamiento del sistema con unidades de s~'. Esta ecuacién diferencial es de
segundo orden, lineal, homogénea con coeficientes constantes. El procedimien-
to para hallar la solucién es similar al desarrollado anteriormente para obtener

la solucién de la ecuacién & + wiz = 0.

Se propone como solucién & = eM. Luego se deriva esta expresién una y
dos veces respecto al tiempo: & = Ae* y i = A\2eM. Ahora se sustituyen estas
expresiones en la ecuacién diferencial:

NN + 280N +wiet = 0,
(A2 +28M+wdeM = 0,
N 4280 4+wd = 0.
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Al resolver la ecuacién cuadratica en A se obtiene A = —8 £ /2 — wi.
Asi, se tienen dos soluciones:

Ty = At e(—ﬁi,/;ﬂ—wg)t _ e—Btei\/ﬁz—wgt-
La solucién general a la ecuacién diferencial estd dada por la combinacion
lineal de x4:
— 2,2 _ 2_,,2
x=e PO eVt L Oy eV T, (3.21)
donde C} 2 son constantes de integracién. Para determinar el tipo de movimien-
to se requiere analizar la cantidad subradical, es decir, comparar la frecuencia

propia del sistema correspondiente a la oscilacién libre con el pardmetro de
amortiguamiento relacionado con la fuerza de amortiguamiento; se presentan

tres casos:

= w2 > 2. A este movimiento se le llama subamortiguado.
» w3 = 2. En este caso el movimiento se llama amortiguamiento critico.

] w% < (2. Este movimiento se denomina sobreamortiguado.

3.3.1. Movimiento subamortiguado

En este caso w% > 32, por lo que la cantidad subradical en la Ecuacién
(3.21) es negativa. Por lo tanto, se obtiene una cantidad imaginaria:

52_"‘}(2) = _(w%_ﬂg)a

donde w? = w? — B2. De esta manera, la Ecuacién (3.21) se puede reescribir

de la siguiente forma:

T = 67&(01 €+iw1t + Y efiw1t).
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La cantidad dentro del paréntesis en esta ecuacién es idéntica a la del lado
derecho de la Ecuacién (3.8). Por lo tanto, al hacer el mismo desarrollo
matematico que condujo a la ecuacién (3.10) se obtiene O et™1t4-Cy e~#1t =
Acos(wit — B). Asi, la ecuacién anterior se transforma en

x = Ae P cos(wit — o). (3.22)

Esta ecuacién describe el movimiento subamortiguado. Puede observarse que,
aunque permanece el término oscilatorio, la amplitud del movimiento de la
particula disminuye en el tiempo, debido al término envolvente Ae =Pt

La velocidad de la particula estd dada por

i = A[-Be Pl cos(wit — ¢) — wie Psen(wit — @)], (3.23)
—Ae P B cos(wit — ¢) + wy sen(wit — )];

y la aceleracién se obtiene derivando respecto al tiempo a la velocidad.

En la Figura 3.8 se muestran la posicion, la velocidad y la aceleraciéon
en funcién del tiempo para el oscilador subamortiguado, con las condiciones
iniciales z(0) = 0,1 m y ©(0) = —0,1 m/s, y los valores numéricos ¢ = 0,
k=4kg/s>, m=1kg, A=0,1m, 3 =1s"1ywt=4s"2 Esimportante
tener en cuenta que se debe cumplir la condicién w2 > 2. En la grafica se

observa que en este caso, la particula alcanza a oscilar.
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0.2} R
0.1 -\ R
0.0 =

— x(®

-0.1F v(t) 7
a(t)

-0.2 R

0 1 2 3 4 5

t(s)

Figura 3.8: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracién
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador subamortiguado.

Pregunta. ;Es la energia total (E) del oscilador subamortiguado constan-
te?
Respuesta. Recordemos que para el oscilador masa-resorte, la energia

total es constante. En el caso de la oscilacién subamortiguada se tiene E =
T+ U = imi? + Ska?®. Reemplazando a x(t) y #(t) se obtiene:

E(t) = ImA% !B cos(wit — ¢) + wi sen(wit — ¢)]2 + $kA%e 20 cos® (w1t — ¢),
A;e_wt [m3? cos?(wit — ¢) + mw? sen?(wit — @) + 2mBuwy cos(wit — ¢) ¥

sen(wit — @) + kcos®(wit — ¢)],

= %26_26t[(mﬁ2 + k) cos?(wit — ¢) + mw? sen®(wit — ¢) +
2mpPwi cos(wit — @) sen(wit — @)]. (3.24)

De acuerdo a la expresion anterior se concluye que la energia total para el
oscilador subamortiguado no es constante.

La Figura 3.9 muestra las energias cinética, potencial y total en fun-
cién del tiempo para el oscilador subamortiguado. Se observa que las energias
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cinética y potencial presentan un minimo y que a partir de cierto tiempo tien-
den a cero. Por otra parte, la Figura 3.10 muestra la variacién temporal de
la energia total en funcién del tiempo, la cual presenta un minimo y tiende a
cero después de cierto tiempo. Los valores numéricos que se consideraron para
obtener estas graficas son los mismos utilizados en la Figura 3.8.

0.004 T T T T T
\
0.003 \
— T
0.002 \ u
E. Total
0.001
-
oooof, NS :
0 1 2 3 4 5

t(s)

Figura 3.9: Energias cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador subamortiguado.

0.000

-0.005 1

-0.010 | b

-0.015 | ]

dE/dt (J/s)

-0.020 [ b

-0.025 | ]

-0.030 [ b

t(s)

Figura 3.10: Variacién temporal de la energia total en funcién del tiempo
para el oscilador subamortiguado.
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Finalmente, la Figura 3.11 muestra la trayectoria en el espacio de fase de

la particula en movimiento subamortiguado, la cual corresponde a una espiral.

)

0.00 |-

-0.05

v(cm/s)

-0.10

-0.02-0.010.00 0.01 0.02

x(cm)
Figura 3.11: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador subamorti-

guado.

Nota. Las Figuras 3.8, 3.9, 3.10 y 3.11 se crearon con Mathematica
siguiendo la rutina presentada en la Pagina 134 con x[t_| := Ae Pt coswit,

donde wy = y/wd — B2

3.3.2. Movimiento con amortiguamiento critico

El movimiento con amortiguamiento critico se da cuando w3 = 2. En este
caso las dos raices de la cuadratica en A son iguales: A\ = Ao = —f.
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La Ecuacién (3.21) se transforma en 2 = Ae P (Cy + Co) = Ce™ P,
donde C = A(C; + C3) es otra constante. Se puede verificar por sustitucién
directa que z = Ce P! es solucién a la Ecuacién diferencial (3.20).

Otra solucién a la ecuacién diferencial & + 287 + wiz = 0 es x = te P,
la cual es linealmente independiente de e~ . A continuacién se verificard, por
sustitucion directa, que esta expresion también es solucion:

te Pt

x )

e Pt — Bte P,
= —Be Pt — ple Pt — pte P = —2B8e7 P + F2te Pl (3.25)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién diferencial se obtiene

[—28 + 8%t + 2B(1 — Bt) + wit] e,
= (%t — 2B%t + wit) e,
(_ﬂZt + wgt) eiﬂta
0

i+ 2B + wix

)

donde hemos usado en la tiltima linea el hecho de que w3 = 2. De esta manera,
la solucién general a la Ecuacién de movimiento (3.20) es la combinacién
lineal de e~ Pt y te Pt

& =Dy e P 4+ Dote Pt = (D) + Dot) e Pt (3.26)

Cuando el sistema se encuentra en el estado de amortiguamiento critico,
la amplitud se acerca a cero mas rapidamente que los estados sub y sobre-
amortiguado. La Figura 3.12 presenta la evolucién temporal de la posicién,
la velocidad y la aceleracion para el caso en el cual el cuerpo experimenta
amortiguamiento critico, tomando como condiciones iniciales £(0) = —0,5 m
y #(0) = 2 m/s, y asignando los siguientes valores numéricos: k = 4 kg/s?,
m =1 kg, wg =452 =251 D =-0,5my Dy =1m. Es importante
tener en cuenta que en este caso w(z] = [32. Se observa que la particula no al-
canza a completar una oscilacién, para este caso.

142



Capitulo 3: Oscilaciones

0.15p

0.10 1

0.05f ’\ 1

~0.05F — X ]

-0.10F v
a(t)

~0.15E1 s s s s .
0 1 2 3 4 5

Figura 3.12: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracién
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador con amortiguamiento
critico.

Por otra parte, las Figuras 3.13 y 3.14 muestran la evolucién temporal
de las energias cinética, potencial y total, y la variacién de la energia total
como funcién del tiempo, respectivamente. Los valores numéricos utilizados
son los mismos que se consideraron en la Figura 3.12. Se observa que estos
observables se hacen cero a partir de t ~ 2,4 s.

0.020f 1
0.015f 1
— T
o.010f u ]
E. Total
0.005f ]
OAOOO —l 1 1 ) 1 1 l-
0 1 2 3 4 5

t(s)

Figura 3.13: Energias cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador con amortiguamiento
critico.
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0.000 [ ]
~0.005 | ]
~0010 ]

-0.015 | E

dE/dt (J/s)

-0.020 | ]

-0.025 | 1

t(s)

Figura 3.14: Variaciéon de la energia total en funcién del tiempo para el
oscilador con amortiguamiento critico.

Finalmente, la Figura 3.15 muestra la trayectoria en el espacio de fase de
la particula en situaciéon de amortiguamiento critico.

015 B

v(cm/s)

0.05 - B

0.00

-0.05 - B

-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06

x(cm)

Figura 3.15: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador con amor-
tiguamiento critico.
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3.3.3. Movimiento sobreamortiguado

El movimiento sobreamortiguado se da cuando w% < (2. En este caso, la
evolucién temporal de la posicién, dada por la Ecuacién (3.21), se transforma
en:

z=e POy et2 b4 Oy e7w2 ), (3.27)

donde wy = /% —w? (no tiene el cardcter de frecuencia angular porque el

movimiento no es periédico).

La Figura 3.16 muestra la posicién, la velocidad y la aceleracién en fun-
cién del tiempo para el caso sobreamortiguado, considerando como condiciones
iniciales (0) = 0 m, ©(0) ~ 10,4 m/s y tomando los siguientes valores numéri-
cos C; =3m,Cy=-3m, k=4kg/s’ m=1kg, wd=1s52ypB=2s"
Asi, se cumple la condiciéon 52 > w%. En la grafica se observa que tampoco se
alcanza una oscilacion en este caso.

Figura 3.16: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracién
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador sobreamortiguado.

Las Figuras 3.17 y 3.18 presentan la evolucién temporal de las energias
cinética, potencial y total, y de la variacién de energia total, respectivamente.
Se observa que la energia cinética de la particula rapidamente se hace cero y
que dFE/dt presenta un méaximo.
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Por otra parte, la Figura 3.19 muestra la trayectoria de la particula en el
espacio de fase para el caso sobreamortiguado. Los valores numéricos utilizados
en estas figuras son los mismos que se asignaron en la Figura 3.16.

20t
15
—T
1of u
—— E.Total
5_
O-I 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

t(s)

Figura 3.17: Energias cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador sobreamortiguado.

il |

dE/dt (J/s)

t(s)

Figura 3.18: Variacién de la energia total en funciéon del tiempo para el
oscilador sobreamortiguado.
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v(cm/s)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x(cm)

Figura 3.19: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador sobreamor-
tiguado.

3.4. Oscilaciones forzadas

Considere un oscilador amortiguado al que se le aplica una fuerza ezterna
periddica F' = Fj coswt, con w la frecuencia angular. La fuerza total que actia
sobre la particula en la direccién de movimiento sera

Fiotar = —kx — bi + Fy coswt.
Por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento se escribe como
mI + bx + kx = Fj cos wt.

Al dividir ambos lados de la ecuacién por m, se obtiene

i+ 2B + wir = Acoswt, (3.28)
_ F _ b 2 _ k
donde A= 70, 8= 5" ywj=.

Esta ecuacion diferencial no es homogénea; su solucién estéa conformada
por la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea respectiva (zpom ),
mas una solucién particular (xpar). Asi, la soluciéon general a la ecuacion del
oscilador forzado se puede expresar como

T = Thom + Tpar,

donde zyom corresponde a la solucion a la ecuaciéon diferencial & —|—2Bm'+w(2)x =
0, dada por la Ecuacién (3.21).
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Se propone como solucién particular la expresién
Zpar = D cos(wt — 0), (3.29)

donde § representa la diferencia de fase entre la fuerza externa periddica y el
movimiento resultante. A partir de esta expresion se obtiene # = — Dw sen(wt—
8) y & = —Dw? cos(wt — J). Si se sustituye x, # y & en la Ecuacién (3.28),
obtenemos

—Dw? cos(wt — §) — 2BDwsen(wt — §) + wi D cos(wt — &) = Acoswt,

D(wg — w?)(coswt cos & + senwt sen §) — 2D Bw(sen wt cos § — coswtsen §) = A cos wt,
0

{D(wd — w?) cosd + 2DPwsen § — A} coswt
+{D(w? — w?)send — 2DPwcos}senwt = 0.  (3.30)

Ya que las funciones coswt y senwt son linealmente independientes, los co-
eficientes de estas funciones en la ecuacién anterior deben ser idénticamente
iguales a cero. Asi, del coeficiente de sen wt en la Expresién (3.30) se obtiene

D(wg —w?)send — 2DBwcosd = 0,

(wi —w)send = 2Bwcosd.
Por lo tanto,
2
tand = %,
Wi —w
2
0 = arctan (%) . (3.31)
wi —w

A partir de esta relacién se pueden asociar estas cantidades con un tridngu-
lo rectdngulo donde los catetos opuesto y adyacente al dngulo § estan da-
dos por 28w y wg — w?, respectivamente. La hipotenusa de este triangulo es
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\/4520.12 + (w3 — w?)2. Asi, se tiene:

26w
send = )
\/462w2 + (Wi — w?)?
2,2
cosd = i (3.32)

\/46%12 + (wd - w2)2.

La Figura 3.20 muestra la grafica del 4&ngulo § en funcién de la frecuencia
w,con B=1s"1ywd=6s72

0.5

~0.5}F

0 2 4 6 8

w(s‘1 )

Figura 3.20: Grafica de la diferencia de fase J en funcién de la frecuencia
w.

Por otra parte, igualando a cero el coeficiente de coswt en la Expresion
3.30, se obtiene:

D(wg — w?)cosd +2DPwsens — A = 0
D{(w? —w?)cosd + 2Bwsend} = A.
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Por lo tanto,

D - A

(W —w?)cosd + 2Bwsend’

- A

N (WB—w?)? 40282 ’

V(Wi —w?)2+40,2p2 V(Wi —w?)2+4w2p2
_ A
- (wi—w?)?2+4w2p2
(wi—w?)?+4w? B2

D = A (3.33)

)
\/(w(z] — w?)? + 4w?3?
donde en el segundo paso se utilizaron los valores de send y cosd dados por

las Expresiones (3.32).

Sustituyendo la expresién para D dada por la expresiéon anterior en la
Ecuacién (3.29), se obtiene la solucién particular para el oscilador forzado.

A
Tpar =
\/(wg —w?)2 +4w?p?

donde § estd dada por la Ecuacién (3.31).

cos(wt — 9), (3.34)

Si bien la solucién del oscilador forzado es £ = Zhom + Tpar, la parte co-
rrespondiente a Thom representa efectos transitorios que desaparecen a medida
que transcurre el tiempo por el efecto del amortiguamiento e~#*. Por lo tanto,
a partir de t > % la solucién que representa el estado del movimiento es zpar,
de tal forma que

1
z(t > =) = Tpar-
( /8) p

Fenomeno de resonancia.

Cuando la amplitud D alcanza su valor mdzimo, se dice que el sistema
ha entrado en resonancia. Este fenémeno tiene muchas aplicaciones en va-
rios campos de la fisica como la acustica, la musica, el electromagnetismo, la
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electrénica, entre otros. Para obtener el valor de w en el cual se hace maxima la
amplitud, se deriva la expresién para D(w) y se iguala a cero; posteriormente,
se verifica que sea un maximo usando el criterio de la segunda derivada:

o = A (5) 1=+ 425} 2R ) (~20) 4805} = 0, (3.35)

de donde

{—dw(wi — w?) +8wp?} =0,
dw{—(wj —w®) +26°} =0,
—wg +w?+28%=0.

Asi, se encuentra que la amplitud se hace maxima en

w=/wd — 262 = wg. (3.36)

En la Figura 3.21 se muestra la grafica de la amplitud de la solucién
particular del oscilador forzado, dada por la Ecuacién (3.33), con A = 0,2
ms 2 wi=6s52yB=1s"1 En este caso, la amplitud D es maxima en la

frecuencia de resonancia wr = /w3 — 2% = /6 — 2(1) = 2.

Es importante tener en cuenta las frecuencias que se han obtenido en este
capitulo, asociadas a fenémenos importantes, para establecer una comparaciéon
entre ellas. Se hallaron las frecuencias para el sistema libre masa-resorte (wyp),
para oscilaciones subamortiguadas (w1) y para el fenémeno de la resonancia

(wr):

k
2
UJO:*,
m
2 2 2
wlsz_B,
wh = wi —258%

Observe que wg > w1 > wWR.

Nota. Por medio de un programa computacional como, por ejemplo, Mathe-
matica, es posible analizar con pocos comandos las oscilaciones consideradas
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0.04 1

0.03 1
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Figura 3.21: Gréfica de la amplitud D en funcién de la frecuencia w. La
amplitud es maxima en w = wr = 2.

en este capitulo sin necesidad de un conocimiento sélido sobre ecuaciones dife-
renciales y sin procedimientos matematicos engorrosos o dificiles. Con solo tres
comandos: DSolve (para resolver una ecuacién diferencial), Plot y Manipulate
se grafican, rapidamente, observables como posicién, velocidad, aceleracion,
energias cinética, potencial y total, la variacién temporal de la energia total y
la trayectoria en el espacio de fase. La instruccion Manipulate permite analizar
el efecto sobre estos observables de algunos parametros como las condiciones
iniciales, la constante eldstica del resorte, la masa del cuerpo, la frecuencia
propia y el factor de amortiguamiento.

Como ilustracién de lo anteriormente descrito, se presenta a continuacion,
la rutina utilizada en Mathematica para obtener diversos observables en el
oscilador forzado, sin desarrollos matematicos tediosos y de gran complejidad
en algunos casos, con un conocimiento minimo de ecuaciones diferenciales.
Por medio de esta rutina se obtienen, para el oscilador forzado, la posicién,
la velocidad y la aceleracién en funcién del tiempo (ver Figura 3.22); las
energias cinética, potencial y total en funcién del tiempo (ver Figura 3.23),
la disipacién de energia total con respecto al tiempo (ver Figura 3.24) y la
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trayectoria en el espacio de fase (ver Figura 3.25). Esta ultima gréfica, por
ejemplo, es muy dificil de obtener manualmente. Se deja como actividad al
lector, analizar detalladamente estas gréficas.

1.0 —— Posicion 1
Velocidad
05 —— Aceleracion

i PR o Yo
A VAP gV AVIvA

-0.5

0 10 30 40 50

t(s)

Figura 3.22: Posicién (color azul), velocidad (color naranja) y aceleracién
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador forzado.

0.8

—— E. Cinética

0.6
E. Potencial

—— E. Total

0.4

0.2

0.0

Figura 3.23: Energfas cinética (color azul), potencial (color naranja) y total
(color verde) en funcién del tiempo para el oscilador forzado.
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Figura 3.24: Variacién de la energia total en funcién del tiempo para el
oscilador forzado.

0.4 . . .
0.2}
2 00 a N
5 \J
S
> _02f
—0.4}
-0.5 0.0 0.5 1.0
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Figura 3.25: Trayectoria en el espacio de fase para el oscilador forzado.
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Cédigo en Mathematica para el oscilador forzado

Ecuacion diferencial:

inf1:= ecamforz=x’’[t]+(b/M) x’ [t]+(k/M) x[t]-(FO/M) Cosl[w tl;

Solucién de la ecuacién diferencial:

in(2):= forz=DSolve[{ecamforz==0,x[0]==1,x’ [0]==0},x,t];

Definiciones:

In[3l:= ECpos[t_,b_,k_,w_,M ,FO_l=x[t]l/.forz;
ECvell[t_,b_,k_,w_,M ,F0_]=x’[t]/.forz;

nf4l:= ECcineticalt_,F0_,k_,M ,w_,b_1=(1/2)*Mx

(ECvellt,b,k,w,M,F0])"2;
ECpotencial[t_,FO_,k_,M_,w_,b_1=(1/2)*k*

(ECpos[t,b,k,w,M,F0])"2;
ECtotall[t_,FO_,k ,M ,w_,b_l=ECcineticalt,F0,k,M,w,bl+

ECpotencial [t,F0,k,M,w,b];
Cédigo Figura 3.22:

Infs]:= Manipulate[Plot [{ECpos[t,b,k,w,M,F0],ECvellt,b,k,w,M,F0],
ECacell[t,b,k,w,M,F0]}, {t,1,50},Frame—True,FrameStyle—
Black, FrameLabel — {"t(s)", ""},PlotLegends—Placed[{
"Posicion","Velocidad", "Aceleracion"}, {0.8, 0.8}1],
{{b,0.4,"Amortiguamiento (b)"},0,12},{{k,0.5,"Constante(k)"},
0,12},{{w,1,"Constante(w)"},1,12},{{M,4.66,"Masa(m)"},1,12},
{{F0,1,Constante F,},1,12}]

Cédigo Figura 3.23:

inf6}:= Manipulate[Plot [{ECcineticalt,F0,k,M,w,b] ,ECpotenciallt,
F0,k,M,w,b] ,ECtotal[t,F0,k,M,w,bl},{t,1,10},Frame—True,
FrameStyle—Black, FrameLabel — {"t(s)", ""},
PlotLegends—Placed [{"E. Cinetica","E. Potencial", "E.Total"},
{0.8, 0.7}11,{{b,0.4, "Amortiguamiento (b)"},0,12},{{k,0.5,
"Constante (k)"},0,12},{{w,1,"Constante (w)"},1,12},{{M,4.66
"Masa (m)"},1,12},{{F0,1,Constante Fo},1,12}]

Cédigo Figura 3.24:
in[7}:= Manipulate[Plot [ECdtotal[t,FO0,k,M,w,b],{t,0,10}, Frame—True
FrameStyle—Black, FrameLabel —{"t(s)", —t} , Filling—Axis] )

{{b,0.4,"Amortiguamiento (b)"},0,12},{{k,0.5,"Constante (k)"}
,0,12}, {{w,1,"Constante (w)"},1,12}, {{M,4.66,"Masa (m)"},
1,12}, {{F0,1,Constante Fo},1,12}]

Cédigo Figura 3.25:

ingl:= Manipulate [ParametricPlot [Evaluate[{x[t],x’[t]}/.forz[t,b,w,
M,k,F0]], {t,0,20},Frame—True,FrameStyle—Black, FrameLabel
= {"x&)","v(t)"}],{{b,0.4,"Amortiguamiento (b)"},0,12},
{{k,0.5,"Constante (k)"},0,12}, {{w,1,"Constante (w)"},1,12}
{{M,4.66,"Masa (m)"},1,12},{{F0,1,"Constante F,"},1,12}]
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3.5. Osciladores armonicos acoplados

En la naturaleza hay sistemas fisicos mecanicos que se pueden modelar
por un conjunto de osciladores libres que estan interconectados entre si, de
forma que el movimiento de cada oscilador se ve afectado por estos acoples.
Esto se refleja en el hecho de que las ecuaciones de movimiento se encuentran
acopladas. Un ejemplo es la molécula de diéxido de carbono (COz) la cual se
puede modelar a través de dos resortes entre los tres atomos.

El sistema como un todo tendra varias frecuencias de oscilacién o modos
normales. Una manera de encontrar estas frecuencias es asumiendo que las
coordenadas que describen el sistema presentan un comportamiento oscilato-
rio en el tiempo: z3, = Ape™!. Otra forma es proponiendo una transformacion
de coordenadas que permita desacoplar las ecuaciones de movimiento.

Ejemplo 3.2 I

Dos osciladores arménicos acoplados.

Consideremos el movimiento unidimensional de dos particulas de masas m;
y mg, conectadas (o acopladas) entre ellas por un resorte de constante elastica
k12 y conectadas, cada una de ellas, a resortes de constantes elasticas k1 y ks,
respectivamente (ver Figura 3.26). Plantear las ecuaciones de movimiento a
partir de la segunda ley de Newton y encontrar las frecuencias de oscilacién
del sistema.

kl k12 k2

Figura 3.26: Dos osciladores armoénicos acoplados.
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Solucioén.
En primer lugar se encontraran las frecuencias del sistema asumiendo que

cada coordenada presenta un movimiento oscilatorio y, en segundo lugar, de-
finiendo una transformacién a coordenadas normales.

Procedimiento 1. Aplicando la segunda ley de Newton a cada particula

se obtiene:

mid = —kix1 — kia(x1 — x2),
miiy + (k1 + ki2)z1 — kigze = 0 (3.37)
y
mais = —kowa — k12(2 — 1),
maZa + (k2 + k12)xe — k1ow1 = 0. (3.38)
A continuacién se asume un comportamiento oscilatorio para las coordenadas
x1.2:
ry = A
Ty = Age™t (3.39)

Al sustituir estas expresiones en las Ecuaciones (3.37) y (3.38) se llega a:

—myw? Ay + (k1 + k12) Ay — k12ds = 0,
0.

—mQWQAQ + (k‘Q + klg)AQ — kiA1= (3.40)

Las dos ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma matricial de la si-

guiente manera:
—miw?® + (k1 + k12) —k12 A\ _ (0
k12 —maow? + (k2 + k12) ) \ A2 0)"

Para obtener una solucién no trivial (A3 = 0 = Aj) se exige que el deter-
minante de la primera matriz sea igual a cero. A continuacién se presentan
los comandos requeridos en Mathematica para encontrar los valores de las

frecuencias.
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Cédigo en atica para el Ejemplo 3.3

W= A = {{-m1 w?® + (ki + k12), -k12}, {-k12, -m2 v’ + (k2 +k12)}}
in2i= Det[{{k1+k12-m1 w?,-k12},{-k12,k12+k2-m2 w*}}] // Simplify;
in3:= Solve [Det[A] ==0, w]// Simplify

inf4= Solve[Det[A] ==0, w] /. {ki—k, k2—k , mi —m, mn2—m}
//FullSimplify

Out[4]=

" e b

(k+k12) m-vk12? m? (k+k12) n-vk12? m®
{{w—- }oAw —

[ (k+k12) m+vk12? m? (k+k12) m+vk12? m®
{“_}_\ = Fow — 3 }}

m

Se observa que el sistema tiene cuatro soluciones, pero dos de ellas se des-
cartan por ser negativas. Asi que solo hay dos frecuencias de oscilacion.

A continuacién se estudiaran dos casos especiales:

Caso 1. Cuando k1 = ko = k y m1 = mg = m. Este resultado se muestra
en la iltima linea de las instrucciones presentadas arriba con el programa
Mathematica:

Solve[Det[A] == 0,w] / {k1 — k, k2 — k, m1 — m, ma — m}//FullSimplify

En este caso las frecuencias de oscilacién estan dadas por:

[k + 2k k
wy =yt R (3.41)
m m

Caso 2. Cuando k1 = ko = k, k12 = 3k y m1 = mo = m. En este caso, las
frecuencias de oscilacion son:

wy = V7 \/E y Wy = \/E (3.42)
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Procedimiento 2. Por medio de una transformacion ortogonal de coorde-
nadas que desacople las Ecuaciones de movimiento (3.5), de la siguiente
manera:

1
ry = 5(771"’_772)7
1
Ty = 5(772—771); (3.43)

0, en notacion matricial:

(2) :;<_11 i) (z;) o T-oj (3.44)

Obsérvese que esta transformacién es equivalente a:
m = I1— T2,
N2 = T1+ T2

y que la matriz de transformacién O es ortogonal (00T = Iyy3) y su deter-
minante es 1 (det(O) = 1).
Sustituyendo a x1 y x2 de las Ecuaciones (3.53), en las ecuaciones dife-
renciales dadas por (3.50), se obtiene:
ma (i +7j2) + (k1 + k12) (m + 12) — ka2 —m) = 0,
ma(ife — 1) + (k2 + k12)(n2 — m) — ki2(m +m2) = 0. (3.45)

A continuacion se consideraran los dos casos especiales estudiados previa-
mente:

Caso 1. Cuando k1 = ko = k y m; = mo = m. En este caso las Ecuacio-
nes (3.45) se transforman en:

m(in + 7o) + (k + k12)(m +m2) — k2(n2 —m) = 0,
m(iz — 1) + (k + k12)(m2 —m) — ki2(m +m2) = 0. (3.46)

vvvvv
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Sumando y restando estas ecuaciones se obtiene, respectivamente:

; k
n2 + <*) 2
m
.. k+k
m -+ ( 12)”1
m

lo que corresponde a dos movimientos armoénicos simples con frecuencias

k+ ko [k
w1 = y Wy = —.
m m

Observe que es el mismo resultado dado por el procedimiento anterior.

0,

0; (3.47)

Bajo ciertas condiciones iniciales especiales el sistema oscilard con la fre-
cuencia wj 0 con wy. Por ejemplo, cuando x1(0) = —x2(0) y £1(0) = —i2(0). En
este caso se tiene 11(0) = z1(0) — 22(0) = 221(0) y 12(0) = z1(0) + 22(0) = 0,
por lo que el sistema solo oscilard con la frecuencia w; asociada a n;. A esta
oscilacién se le llama modo antisimétrico.

Por otra parte, si 21(0) = x2(0) y £1(0) = £2(0) se tiene que 1;(0) = 0. El
sistema solo oscilara con la frecuencia wo asociada a la coordenada 72. A este

caso se le llama modo simétrico. En general, el modo antisimétrico se presenta
con la frecuencia mayor.

Caso 2. Cuando k1 = ky = k, k1o = 3k y m1 = mo = m. En esta situacién
las Ecuaciones (3.45) se transforman en:

m(in + 72) + 4k(m +n2) — 3k(ng —m) = 0,
m(ijy — 1) + 4k(ne —m) — 3k(m +n2) = 0. (3.48)

Sumando y restando estas dos ecuaciones se obtiene:

. k
2 + <7> 2 = 07
m

. 7k
m+ <*> m 0; (3.49)
m
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estas ecuaciones corresponden a dos movimientos armoénicos simples con fre-
cuencias

k k
w2 = )
m

w = V7

con lo que se obtiene el mismo resultado del procedimiento anterior.

— y
m

Ejemplo 3.3 I

Dos osciladores arménicos idénticos, con masa M y frecuencia natural wy,
se acoplan agregando al sistema una masa comin m a ambos osciladores. Las
ecuaciones de movimiento son:

. . 2
&1+ (m/M)is+wizr = 0,
0.

By + (m/M)iy + wizy = (3.50)

Resolver este par de ecuaciones diferenciales acopladas y obtener las fre-
cuencias de los modos normales del sistema.

Solucién.
El problema se resolvera por medio de dos procedimientos diferentes.

Procedimiento 1. Se asumird que x1 y xo tienen comportamiento osci-

latorio:

xrp = Alei“)t,
To = Age™'. (3.51)
Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones diferenciales se obtiene:
—Ajw?e™t — (m/M)Agw?e™! +wiA et = 0,
—Agw?e™ — (m/M)Ajw?e™! +wiAze™ = 0;
y factorizando a ™! se llega a:

(w2 —whH A — (m/M)w?Ay = 0,
(wg — WAy — (m/M)w?A; = 0.
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Estas ecuaciones las podemos escribir en forma matricial de la siguiente forma:

( wg — w? (m/M)w2> (A1> B (O)
—(m/M)w?  wE—w? Ay \0)”

Una solucién no trivial se obtiene exigiendo que el determinante de la primera
matriz sea cero:

(wi —w?)? = (m/M)*? = 0,
Wi —w? = £(m/M)u?,
wi = [14 (m/M)] >
Por lo tanto, hay dos frecuencias dadas por:

wo
Jiem

Procedimiento 2. Considerando una transformacion ortogonal de coor-
denadas que desacople las ecuaciones diferenciales dadas, de la siguiente forma:

w= (3.52)

1
Ty = 5(771+772),
1
Ty = 5(172—171). (3.53)

En forma matricial se tiene:

(2;) = % (_11 1) (2;) & X=0j (3.54)

Obsérvese que esta transformacion es equivalente a:

nm=r1— T2 y o M2 =11+ T
y que la matriz de transformacién O es ortogonal (007 = Iyy3) v su deter-

minante es 1 (det(O) = 1).

Sustituyendo a z1 y a z de las Ecuaciones (3.53) en las ecuaciones
diferenciales dadas por (3.50), se obtiene:

(i + 7i2) + (m/M) (il — i) + wi(m +m2) = 0,
(2 — 1) + (m/M)(# + i) + wi(n2 —m) = 0.
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Sumando estas ecuaciones se llega a:

i + (m/M)iip +wine = 0,

[1+ (m/M)]il2 +wine = 0,
w2
%+H?W%Wﬂm = 0 (3.55)

y restandolas se obtiene:

it — (m/M)ijy + wim = 0,
[1— (m/M)}ii+wim = 0,
UJ2
i T G AD] (n?b/M)]m = 0. (3.56)

Las Ecuaciones (3.55) y (3.56) corresponden al movimiento de dos
osciladores armonicos con frecuencias propias
wo wo

w= 0y = (3.57)
1+ -z

De esta manera, se llega al mismo resultado que se obtuvo a través del proce-
dimiento 1.

De acuerdo con la cantidad subradical en ws se concluye que la masa m
que hace el acople tiene que ser menor que la masa M de cada oscilador. De
lo contrario, se obtendria una frecuencia imaginaria. También se concluye que
cuando m < M, solo hay una frecuencia w = wi = wa, es decir, el acople es
tan débil que los dos osciladores ejecutan un movimiento arménico.

vvvvv
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FEjercicio

3.9 Molécula triatémica lineal simétrica. Considere dos atomos de
masa m cada uno, ubicados simétricamente a los lados de un 4tomo de ma-
sa M. Los tres dtomos estdn en linea recta, conectados por dos resortes de
constante eldstica k (ver Figura 3.27). Este modelo sirve para describir la
molécula de diéxido de carbono (COg).

Figura 3.27: Molécula triatomica lineal y simétrica.

Encontrar las frecuencias de oscilacion longitudinal en los siguientes casos:
(a) Cuando se defina la siguiente transformacién de coordenadas:

1
T3 = 5(771+772)7
1
T = 5(771*772)7
m
T2 = *Mm-

(b) Utilizando la transformacién de coordenadas
m = I2—i,
2 = T3 — T2

Asuma que el centro de masa se mantiene en reposo. En este caso, m(z; +
x3) + M(x2) = 0, es decir, zo = —(m/M)(z1 + x3).
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3.6.

1. Con el objetivo de profundizar en el aprendizaje sobre las oscilaciones estu-
diadas en este capitulo, a partir de la articulacién entre teoria y simulacion
mediante el uso de paquetes computacionales como Mathematica, PPla-
ne, Maple y GeoGebra, el analizador de videos Tracker y la calculadora

Actividades complementarias

cientifica, se recomienda estudiar los siguientes articulos:

Lopez-Marino MA, Hernandez-Olvera JA, Barroso LA, Trujillo Caballero
JC. Computo simbdlico y grafico: estudio del sistema masa-resorte. Rev
Bras Ens Fis. 2017; 39(2).

Escalante-Martinez JE. Anélisis del coeficiente de amortiguamiento viscoso
en un sistema masa-resorte-amortiguador utilizando PPLANE y GEOGE-
BRA. Rev Mex Fis E. 2016; 62: 66-72.

Ortigoza-Capetillo GM. Resolviendo ecuaciones diferenciales ordinarias
con Maple y Mathematica. Rev Mex Fis. 2007; 53(2).

Rios V, Montero G, Roman A, Garcia A. Simulacién experimental para la
ensenanza del movimiento oscilatorio, Lat. Am J Phys Educ. 2017; 11(1).

Cornejo-Serrano MC, Villalobos-Oliver EB, Molina-Reséndiz S, Arreo-
la-Galvan WG. Sistema masa resorte con movimiento libre amortiguado,
casos: sobreamortiguado, criticamente amortiguado y subamortiguado,
su modelacién y solucién, con el apoyo de GeoGebra. Pistas Educativas.
2016; 38(121).

Cardozo J, Castro LJP, Munoz JH. Estudio del sistema masa-resorte
utilizando Mathematica. Revista Noria Investigacion Educativa. 2021;
2(8): 114-28.



Notas introductorias de mecénica clasica / Jos¢ Herman Murioz N., Ramiro Uribe K., Carlos Eduardo Vera A.,

2. Las oscilaciones estudiadas en este capitulo corresponden a oscilaciones [i-
neales. Sin embargo, otro tema de bastante interés en fisica es el de las
oscilaciones no lineales. En este caso, se consideran fuerzas que no son li-
neales, por ejemplo, f(x) = kz3, conduciendo a ecuaciones diferenciales no
lineales para la ecuacion de movimiento de la particula.

Un caso importante de oscilaciones no lineales es el péndulo plano. En este
sistema se consideran angulos grandes, de tal manera que no es valida la
aproximacion sen @ =~ 6. Este hecho hace que la ecuaciéon de movimiento
para el péndulo ya no sea lineal.

Otro tema relacionado con ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales es
el caos. Este topico es de bastante interés en un curso avanzado de mecani-
ca clasica.

Con el propésito de motivar al lector a tener un primer acercamiento a las
oscilaciones no lineales y al caos, se sugiere leer los siguientes articulos:

« Salinas-Hernandez E, Ares De Parga G, Dominguez-Hernandez S, Mu-
noz-Vega R. Approximate frequencies of the pendulum for large angles.
Rev Mex Fis E. 2017; 63: 6-11.

« Lima FMS. An accurate formula for the period of a simple pendulum
oscillating beyond the small angle regime. Am J Phys. 2006; 74(10).

« Cattani M, Caldas I, Souza SL, Iarosz KC. Deterministic Chaos Theory:
Basic concepts. Rev Bras Ens Fis. 2017; 39(1).

« Espindola-Heredia R, Valle G, Hernandez G. Numerical study of pendu-
lums: From the simple pendulum approximation to the damped physical
pendulum with variable mass, Lat. Am J Phys Educ. 2012; 6(2).

« Lemos NA. Quartic oscillator and Jacobi elliptic functions. Rev Bras
Ens Fis. 2017; 39(1).
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3. Un estudio general al péndulo amortiguado asumiendo que la fuerza de
friccion es proporcional a la velocidad (Fy ~ v™, con n > 2), se presenta
en el articulo:

« Quiroga GD, Ospina-Henao PA. Dynamics of damped oscillations: physi-
cal pendulum. Fur J Phys. 2017; 38.

4. El tema de las oscilaciones también se puede combinar con masas que
varian con el tiempo. En la siguiente referencia, se estudié el movimiento
oscilatorio de un cuerpo cuya masa no es constante:

« Rodrigues H, Panza N, Portes D. A model of oscillator with variable
mass. Rev Mex Fis. 2014; 60.






