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Capitulo

Los niimeros complejos

En este primer capitulo se introduce el sistema de los ntmeros
complejos en sus distintas perspectivas.

1.1. El campo de los ntimeros complejos

El sistema numérico complejo se puede introducir como sigue.

Definiciéon 1.1.1. El conjunto de las parejas ordenadas de nimeros
reales (a,b) € R? junto con dos operaciones, la adicion dada por

(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d) (1.1)

y la multiplicacion dada por

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) (1.2)

lo denotamos C y sus integrantes los llamamos niimeros complejos.

Introduccién a las funciones de variable compleja
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El numero complejo (a,0) lo escribimos como a, esto se justifica
por la funcion inyectiva

f: R—>C
a > (a,0),

que respeta las operaciones de adiciéon y multiplicaciéon, esto es, para
cada a,b € R tenemos f(a+b) = f(a)+ f(b) y f(a-b) = f(a)- f(b),

como se verifica de inmediato.

Si hacemos ¢ = (0, 1), entonces considerando C como espacio vec-
torial real, resulta

(a,b) = a(1,0) +b(0,1) = a + bi.

En este punto abandonamos la notaciéon de pares ordenados. Lla-
mamos parte real del complejo z = a + bi al nimero real a, y parte
imaginaria al nimero real b, simplificando:

Rez =a e TJmz =0b. (1.3)

A partir de (1.1), (1.2) y (1.3) tenemos de forma inmediata que
para nimeros complejos cualesquiera z,w € C se cumple la identidad
Re(z + w) = Rez + Rew y también Im(z + w) = Imz + Imw.

Proposicién 1.1.1. Tenemos que i* = —1.

Demostracion. i* = (0,1)-(0,1) = (0-0—1-1,0-1+1-0) = (0—1,0+0) =
(—1,0) = —1. O

Con esta notacién, se vuelve natural la multiplicaciéon de ntimeros
complejos, en efecto:

(a +bi)(c+ di) = ac + (ad + be)i + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i
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(en adelante, omitiremos el punto para denotar la multiplicacion). Por
otro lado, la proposicién 1.1.1 significa que la ecuacién 22> +1 = 0
tiene solucion en los ntimeros complejos. En realidad, para cada z € C
se tiene 22 + 1 = (2 +4)(z — i). Generalizando, si z,w € C entonces
2?2 + w? = (2 + wi)(z — wi), esta identidad se puede verificar como
ejercicio. Luego para z = a + bi € C con por lo menos uno de los
reales a, b diferentes de cero tenemos:

L a—bi a—bi a w —b
a+bi (a+bi)(a—bi) a2+02  \a®+ b2 a?+ )
(1.4)

Teorema 1.1.1. El conjunto de los nimeros complejos constituye un
campo.

Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. El elemento dado
en la ecuacion (1.4) indica el inverso multiplicativo de un nimero
complejo a + bi cualquiera diferente de cero. O

Ahora definimos dos funciones importantes para el estudio de los
numeros complejos.

= Funcién valor absoluto. Dado el nimero complejo z = a+bi €
C, el valor absoluto de z, también llamado modulo de z, es

|z| = Va? + b? (1.5)

o, de manera equivalente, |z| es el valor real no negativo tal que
|2|? = a® + b°.

» Funcién conjugado. Dado el niimero complejo z = a+bi € C,

el conjugado de z es
Z=a — bi. (1.6)
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Por ejemplo, |i| = 1 mientras i = —i.

Unas propiedades basicas de estas funciones son dadas por la si-
guiente proposicion.

Proposicion 1.1.2. Dados z,w € C tenemos:

2. Jmz = l,(z—?),
23

3. 2 +w=72+w,

4. 70 = Z W,

5. 2=z

Demostracion. Es un ejercicio para el lector, para el cual basta expre-
sar los niimeros complejos en la forma z = a+bi y w = c+di y aplicar
(1.3), (1.5) y (1.6). O]

Sigue una propiedad fundamental que combina las funciones defi-
nidas en (1.5) y (1.6).

Proposiciéon 1.1.3. Dado z € C tenemos:

|z]? = 2Z. (1.7)

Demostracion. Si z = a + bi entonces

2z = (a +bi)(a — bi) = (a® + b*) + (—ab + ba)i =
= (a* +b*) + 0i = a® + b* = |z|*.
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Las siguientes propiedades se pueden demostrar sin expresar el
namero complejo en la forma a + bi.

Proposicion 1.1.4. Dados z,w € C tenemos:

1 z
1. ;:W (para z #0),
2. |zw| = [2] Jwl,
AN
3. |—|=-— (paraw #0),
]
4. [z = |,
5. | =z =4

Demostracion. Probamos la igualdad (2). Utilizando la identidad (1.7)
tenemos
lzw|? = zwZw

y por la proposicién 1.1.2 numeral (4), usando las propiedades con-
mutativa y asociativa, concluimos la demostracion. Las otras igualda-
des quedan como ejercicio. O]

1.2. Representaciéon rectangular

Podemos identificar cada z = a + bt € C con un tnico punto
(a,b) € R?, de manera que sus partes real e imaginaria son también
sus coordenadas cartesianas. Ahora, la suma de ntimeros complejos es
la suma del espacio vectorial R?, y claramente |z — w| es la longitud
del segmento entre z y w. También se tiene la ley del paralelogramo:
la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados de un parale-
logramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de las
diagonales (ver la Figura 1).
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Proposiciéon 1.2.1. Dados z,w € C tenemos:

|z+w|2+|z—w|2 =2(|z]* + |w|2). (1.8)

Figura 1: Representacion grafica de suma y resta de dos nimeros
complejos

-~
- \
4- o ! \
’/’ K/ S
-~ S/ N
_____ / \
il Y Z—w N\

—_——

Demostracion. En efecto, por (1.7) tenemos:
|z +wl’ = (2 + w) (2 + w),

luego, por la proposicién 1.1.2 numeral (3) y la propiedad distribu-
tiva obtenemos:

|z +w|® = |2|* + 2Re(2w) + |w|*. (1.9)

De la misma manera:

|z —w|* = |2)? — 2Re(2@) + |w|?, (1.10)

y al sumar (1.9) y (1.10) se obtiene la igualdad (1.8). O d

Como puede esperarse a partir de la interpretacion vectorial, tam-
bién es valida la desigualdad triangular.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Proposicion 1.2.2. Dados z,w € C tenemos:

|z + w| < |z] + |w]. (1.11)
Demostracion. En efecto, (Rez)? < (Rez)? + (Jmz)? = |2|? y de aqui
|Rez| < |z|, que es equivalente a:

—|z| < Rez < |z|. (1.12)

Cabe anotar que la parte imaginaria también satisface esta propie-

dad. Ahora:

|z +w|* = |2]* + 2Re(20) + |w|? por (1.9)
< |2]? + 2|z w| + |w|? por (1.12)
= |2I* + 22|[@] + |w]*
= |2I* + 22 |w] + |w]*
= (Il + Jw])*.

De aqui llegamos a (1.11). ]

Como consecuencia, dados z1, 29, z3 € C tenemos que:

|21 — 22| < |21 — 23] + |23 — 2]

Para demostrarlo aplicamos la desigualdad triangular a |z; — 25| =
|(z1 — 23) + (23 — 22)|. Otra consecuencia inmediata, cuya verificacion
se deja como ejercicio, es

|2 = w| < [2] + [w].

Para terminar, la siguiente es otra desigualdad muy tutil.
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Proposicion 1.2.3. Dados z,w € C tenemos:

2] = Jw]| < |z = wl. (1.13)
Demostracion. Por un lado |z| = |(z — w) + w| < |z — w| + |w|, esto
es:

2] = Jw] < |z —w; (1.14)
y, por otra parte,

w] = [(w = 2) + 2[ < fw = 2[ +[2] = [z — w] + ||

de donde |w| —|z| < |z — w|, y factorizando el signo llegamos a

|z| — Jw| > =]z — w. (1.15)

De (1.14) y (1.15) llegamos a
—lz —wl < 2] = w| <[z = wl,

que equivale a la desigualdad (1.13). ]

1.3. Representacion polar

Podemos representar los nimeros complejos no nulos en coordena-
das polares (r,0) donde r es la distancia al origen y 0 es el angulo (en
radianes) comprendido entre el eje real positivo y el segmento deter-
minado por el complejo y el origen del plano, como se puede ver en la
Figura 2.
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Dadas las coordenadas polares r y 6, las coordenadas cartesianas
se determinan por las igualdades:

xr =rcosb,

y =rsend.

Luego

z=x+yi=rcosl+irsend =r(cosf + isend) = rcisé,

donde se adopta la notacion

cisf = cosf + isenf,

la expresion
z=rcisf

es llamada la forma polar del complejo no nulo z.

Figura 2: Representacion polar de un complejo y su conjugado

z=x+yi

Q
&4

A

B

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Dadas las coordenadas cartesianas z = Rez e y = JTJmz de un
complejo no nulo z, las coordenadas polares 7,6 se determinan por:

N

tand = ¥
x

sixz#0,0

r=+/(MRez)? + (Jmz)2,

tan 0 Jmz
anf = ——.
Rez

Asi que r = |z| es el valor absoluto. Por otra parte, el valor de 6 se
debe escoger segun el cuadrante al cual pertenece z, este ntimero es el
angulo formado por el eje de las x y el vector formado por el origen del
plano y el punto que representa z. También se denota § = argz y se
denomina argumento. Si bien infinitos valores corresponden al mismo
angulo, el argumento principal satisface la condicion —7 < argz < 7.

Proposicion 1.3.1. Dados dos complejos no nulos en forma polar
z1 =1y cisfy y zo = rocisbhy, su producto es:

Z1R9 = I'1T2 CiS(el + 92) (116)

De esta manera, en particular,

|z120| = |z1||22] v arg(z122) = argz; + arg zs. (1.17)

Demostracion. En efecto,
2129 = (ry cisOy)(rq cis b)
= 1179 Cis 0 cis Os
= ryra(cos 6y + isenby)(cos by + isen by)
= 779 [(cos 01 cos B — sen 0, sen 0y) + i(sen 64 cos Oy + sen O cos ;)
= rira(cos(0y + 0) + isen(0; + 02))
= ryrycis(fy + 0s).
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En la penultima linea utilizamos las identidades trigonométricas
para la suma de adngulos de las funciones coseno y seno, respectiva-
mente. UJ

La Figura 3 muestra el producto de dos ntmeros complejos.

Figura 3: Producto de dos numeros complejos

2122

e

Z2

Proposicion 1.3.2. Dados dos complejos no nulos z; = rycisfy y
z9 = ro Cis by, su cociente es:

z1  rpcisé, .
—_— = = 0, — 05). 1.18
Zy  Tocishy riry cis(f 2) ( )

De esta manera, en particular,

Gy @ Y argé = arg z; — arg 2. (1.19)
‘22‘ V)

Z2

Demostracion. Utilizando el hecho de que la funciéon coseno es una

funcion par y la funciéon seno es una funcion impar (esto es: cos(—z) =

cos(x), sen(—x) = —sen(z)), tenemos:
1 Z r9(cos by — isen by) _ ,
o PAE = 2 = 75" (cos(—0) + i sen(—6s)).
Esto es: 1
— =1y ' cis(—6y) (1.20)

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Combinando (1.20) con (1.16) se obtiene el resultado. O

Proposicion 1.3.3. Dados los complejos no nulos z; = r;cist;, 1 <
1 < n, tenemos:

2029 .. 2y =T1T9 ... TpCiS(0) + 03+ -+ -+ 0,) (1.21)

Demostracion. Por induccion, a partir de la proposicion 1.3.1. Los
detalles se dejan como ejercicio para el lector. O]

Si todos los nimeros elegidos en la proposiciéon 1.3.3 son iguales,
esto es
== =2, =2

con z = rcisf, entonces obtenemos:

2" =r"cisnd. (1.22)

La ecuacion (1.22) se cumple para todo n € Z, ya que en la
proposiciéon 1.3.2 se demostr6é que 27! = r~lcis(—0), y sin < 0
tenemos 2" = (z7!)™". Cuando |z| = 1 obtenemos la célebre formula
de de Moivre,

(cos@ +isend)" = cosnb + isennd. (1.23)

Utilizando la ecuacion (1.22) podemos establecer una formula pa-
ra encontrar raices arbitrarias de nimeros complejos. Dado un com-
plejo no nulo a € C, buscamos un nimero complejo z tal que

z = Q.

Utilizando la forma polar, si z = |z|cisf y a = |a| cis «, entonces
por la ecuaciéon(1.22) es:
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y de esta igualdad tenemos:

n 2k
|z| = v/]a| y e LR 0<k<n-1.
n

Asi hemos demostrado el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.4. Para cualquier entero positivo n, dado un com-

plejo no nulo a = |a|cisa sus raices n-ésimas estin dadas por la
formula
. o+ 2km
21 = v/ |a| cis ——, (1.24)
n

donde k recorre los n valores enteros, 0 < k <n — 1.

Corolario 1.3.1. Las raices n-ésimas de la unidad estdn dadas por:

2%k
w=cis 0 <k<n-—1. (1.25)
n

Demostracion. En efecto, para la unidad 1 se tiene |[1| = 1y argl = 0,
luego en (1.24) queda:

n 2k 2k
Z2p = \/Icis(H—W:cis—W. O
n n

Por ejemplo, las raices ctibicas de la unidad son:

. 2:0-7 . .
zp = cis 3 =cosO+isen0=1+0: =1,
2-1- 2 2 1 3
zq1 = cis 5 chosg+isen§:—§+i§,
. 2-2-7 4 A4x 1 3
29 = CIS =COS— +1sen— = —— — ,——.
3 3 3 2 2

Se observa que, geométricamente, las raices cubicas de la unidad
representan los vértices de un triangulo equilatero. En general, las
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raices n-ésimas de cualquier niimero complejo no nulo son los vértices
de un poligono regular de n lados. Por ejemplo, las raices quintas de
i son los vértices de un pentagono regular (ver la Figura 4).

Figura 4: Pentégono con vértices las raices quintas de ¢

1.4. Geometria en el plano complejo

Diversas figuras de la geometria plana se pueden expresar con sen-
cillez mediante ecuaciones de variable compleja.

1.4.1. La recta

Si L es una recta en el plano C, de la geometria analitica elemental
sabemos que L estd completamente determinada por un punto a en L
y un vector direccion b # 0, de la siguiente manera:

L={z€C|z=a+tbteR} (1.26)

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Despejando en (1.26), tenemos
z—a

b

t =

y como t € R, podemos utilizar esta tltima igualdad para expresar la
recta como:

L:{zE(C‘Jm%:O}. (1.27)

Esto se generaliza como sigue.

Proposicion 1.4.1. En el plano complejo, toda recta se puede expre-
sar mediante una ecuacion de la forma

Re(az + 4) =0,

donde o, 5 € C con o # 0, o bien mediante una ecuacion de la forma
Jm(a’2+ ") =0,

donde o/, 3" € C con o # 0.

Demostracion. Haciendo a = ay+1ias, B = by +1bs, 2 = x+1y tenemos
que az + f = (a1 — agy + by) + i(asx + a1y + by). En consecuencia,
la igualdad Re(az + ) = 0 equivale a a1z — asy + by = 0, que es
la ecuaciéon de una recta porque aq, as no son ambos cero dado que

a # 0. Por otro lado, como Re(iw) = —Im(w), la segunda ecuacion
implica Re(ia'z + if) = Re(i(d'z + ') = —Im(a’z + ') = 0, que
también corresponde a una recta por la primera parte. O

El mismo calculo permite concluir que los siguientes conjuntos son
los semiplanos asociados a la recta con ecuacion Re(az + ) = 0:

H={2€C|Re(az+p) >0}, K={z€C|Re(az+p)<0}.
(1.28)

Podemos encontrar otra ecuaciéon compleja de una recta en térmi-
nos de la funcién conjugado.
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Proposicion 1.4.2. En el plano complejo, toda recta se puede expre-
sar mediante una ecuacion de la forma

az+ B =az+p,

donde o, 5 € C con a # 0.

Demostracion. Para cualquier complejo w € C tenemos w = w si y
solo si w —w = 0, si y solo si 2¢Jmw = 0, si y solo si Jmw = 0. De
esta manera, az + [ = az+ 3 si y solo si Im(az + ) = 0, lo cual por
la proposiciéon 1.4.1 corresponde a una recta en el plano. O

Atn hay una tercera ecuaciéon de la recta, en términos del valor
absoluto. Interpretando el valor absoluto de la diferencia entre dos
complejos como la distancia entre ellos, podemos considerar los puntos
equidistantes de dos puntos fijos distintos.

Proposicion 1.4.3. Dados dos puntos z1,z5 € C con z, # 23, la
recta mediatriz del segmento que los une se puede expresar mediante
la ecuacion

|z — 21| = |z — 29]-

Demostracion. En efecto, |2 — 21| = |z — 29| si y solo si [z — 2 |* =
|z—25|%, siy solosi |2]?—20Re(221)+]21]? = |2|>—2PRe(222) +| 22| (véase
la ecuacion (1.10)), si y solo si 2Re(z(z2 — z1)) + |z1]> — |22|* = 0, si
y solo si:

2 2
Re ((—22 —z1)z + M) =0, (1.29)

2_ 2 . .,
ya que M es un numero real. Pero (1.29) es la ecuacion de una

recta por proposicion 1.4.1. Si zy = 21 +iy1, 290 = X9+ Y2 ¥
z = x + 1y, entonces la ecuacién (1.29) adquiere la forma:

x5 — i+ Y5 — Ui
2 b

(2 —21)x + (Y2 — Y1)y =
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que es una expresion cartesiana conocida para la mediatriz del segmen-
to que une los puntos (z1,y1) vy (z2,y2). La verificacion de los detalles
se dejan como ejercicio. O

Para estos mismos puntos, y utilizando la expresion (1.27) con
a =2y b= 2 — 2z, la recta que pasa por los puntos z; y 25 y
que es perpendicular a la mediatriz encontrada (ver Figura 5), tiene
ecuacion

Jm ((22 — zl)z — (22 — zl)zl) =0.

Comparando con la ecuacion (1.29), se observa que tienen el mis-
mo coeficiente de z. Se puede comprobar como ejercicio que las si-
guientes rectas son perpendiculares:

Re(az+ ) =0y Im(az+v) =0,
para todo a, 3,7 € C con a # 0.

Figura 5: Mediatriz de la recta determinada por z; y 2o

L/

21

Dados ahora dos puntos zy, 21 € C, tomando a = 25 y b = 21 — 2,
como al principio de esta seccion, el segmento con punto inicial zy y
punto final z; es

[20,21) = {20+ t(z1 —20) | 0<t <1} ={tzy + (1 — 1)z | 0 <t < 1}

Introduccion a las funciones de variable compleja
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En general, dados los puntos zg, z1, .. ., 2, € C, llamamos

(20, 21) U [21, 22] U -+ U [z, 20) = ([0, 2]
k=1

una poligonal desde zy hasta z,.

1.4.2. La circunferencia

La circunferencia con centro z; € C (fijo) y radio r > 0 (real
positivo) es el conjunto de todos los complejos z que distan r de zy, es
decir, que satisfacen

|z — 20| = 1.

En efecto, si 29 = h+ ki y z = x + yi entonces |z — 29| = 7 si
y solo si |z — z|> = r?, si y solo si (z — h)? + (y — k)? = 12, que es
la conocida ecuaciéon cartesiana de la circunferencia. Si la diferencia
z — zp se expresa en forma polar, resulta

Zz— 29 = |z — 2| cis@ = rcisb,

de donde
z=2(0) = 2o+ rcisé,

que es una expresion paramétrica de la circunferencia.

Por otro lado, se sigue que el interior de la circunferencia, esto es
el disco abierto con centro 2y y radio r, estd dado por

B(zg,7) ={2€C:|z—2z| <r}.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Existen otras ecuaciones para especificar una circunferencia. Sean
a, € Ccona#fysealeRcon >0y A\# 1. Veamos que la
ecuacion
z—

z—0 =A

representa un circulo. Este es un célebre teorema de Apolonio,
véase la Figura 6, segtin el cual la circunferencia es el lugar geométrico

de los puntos P para los cuales se cumple la razon g A, siendo A

una constante positiva.

Pero lo podemos ver también en coordenadas cartesianas. En efec-
to, si @ = ay+ias, 5 = by +1iby, z = x+1y, reemplazando en la ecuacion
dada reescrita de la forma |z — a|* = A\?|z — 3|, obtenemos:

(.’E — a1)2 + (y - a2)2 = >\2<.T — b1)2 + )\2(3/ — b2>2.
De aqui, por célculos elementales y completando cuadrados, llega-
mos a ) )
a; — )\le a9 — )\2b2 .
(I_l——)\?) * (y‘l_—v =k

donde k es una constante positiva. Esta es la ecuacion de una
circunferencia.

Figura 6: La circunferencia de Apolonio

Introduccion a las funciones de variable compleja
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De nuevo, sean 2, 2o € C dos puntos fijos diferentes. La ecuacion
de la elipse con focos 21, 2z es

|z — 21| + |2 — 22| = K,

siendo k£ una constante real positiva.

Ejemplo 1.4.1. La igualdad |z — 4i| + |z + 4i] = 10 representa la
2 2

elipse 9 + % = 1, como se puede verificar sustituyendo z = x + yi,

y haciendo los cdlculos correspondientes.

Por fin, la ecuacion de la hipérbola con focos zi, z5 es

|z — 21| — |z — 2| = %k,

siendo k cualquier constante real no nula (el caso k=0 se reduce
a la recta mediatriz).

Ejemplo 1.4.2. La igualdad |z — 5i| — |z + 5i| = 6 representa la
2 2

e e . X
hipérbola con ecuacion cartesiana T 1

1.5. La esfera de Riemann

Con frecuencia aparecen funciones que se convierten en infinitas
cuando la variable se aproxima a un punto dado. Para analizar esta
situacion introducimos el plano extendido el cual es Co, = C U {o0}.
La representacion geométrica de Co, es una esfera unidad en R3, que
denotaremos S, asi que

S = {(w1,22,23) ER® | 2 + 235 + 23 = 1}.
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Sea N = (0,0, 1) el polo norte de S, identificamos el plano complejo
C con {(w,y,O) ‘ T,y € R} y tenemos que el plano C corta a S a lo
largo del ecuador (ver la Figura 7).

Figura 7: Representacion esférica del plano extendido

Para cada punto z € C, consideremos la recta que va de N a z la
cual toca a S en Z # N. En la Figura 7 podemos ver que si |z| > 1
entonces Z esta en el hemisferio norte, si |z| < 1 entonces Z esta en el
hemisferio sur, y cuando |z| = 1 tenemos que Z esté en el ecuador de la
esfera S y geométricamente la posicion de Z coincide con la de z € C.
Cuando |z| — o0, tenemos que Z — N, luego podemos identificar a
N con oo en Cg..

1.5.1. Relaciéon de coordenadas de S y C

Sea z = x4+ iy, y si Z = (x1,x9.23) es el correspondiente punto
en §, encontremos xi, Ty, r3 en términos de z, y. Si se considera
a z como el punto en R? con coordenadas (z,y,0), de la geometria
analitica tenemos que la linea en R3 que pasa por 2z y N esta dada por

{tN+ (1 —t)z |t e R},
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o por
{(A=t)z, (1 =t)y,t) | t € R}. (1.30)

Encontremos el valor de ¢ cuando la linea (1.30) interseca a S en un
punto diferente de N. Para este valor de ¢ tenemos que ((1 —¢)z, (1 —
t)y,t) € S,y como S es la esfera unidad tenemos que

11—t 22 +1 - +t* =1
(1=t +y*)=1—+¢
(L=t = (1= t)(1 +1)
(1—t)]z)* =1+t
2] —tl2* =1+t
[2[* = L= t(|2* + 1).

Como z # oo porque N # Z, tenemos

[2]* — 1

t =
|22+ 1

y, por lo tanto, reemplazando este valor en (1.30), llegamos a:

2x 2y |22 — 1
= =2 = . 1.31
TP T RRErU BT Pt (1.31)
Por el teorema 1.1.2, esto lo podemos expresar como:
24z —i(z — %) |2]? =1
= -~ == = = 1.32
TR T Rl BT R (132)

y si el punto Z # N es dado, podemos encontrar x, y en funcion
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de (x1, 29, x3) donde t = x3:

e
1—t_1—£l}37

x1 = (1l —t)z, entonces z =

(1.33)
Ty = (1—1t)y, entonces y= 1x2t _ . 4%) .
_ — s

Nota 1.5.1. La correspondencia entre los puntos de S y Co, es lla-
mada la proyecciéon estereografica.

Ejemplo 1.5.1. Si tenemos el complejo z = 1+1, lo podemos expresar
en coordenadas de S. Veamos: |z|*> +1 =3 y |2|> — 1 = 1, luego por
las ecuaciones (1.31) tenemos:

2 2 1
€rT1 = — To = — T3 — —.
1 37 2 37 3 3

Podemos decir que es el mismo complejo pero con uniforme dife-
rente para jugar en S.

1.5.2. Distancia en el plano extendido

Sean z,z’ € C,. La distancia entre z y 2’ es la distancia entre
Z,7" € S, luego si Z = (v1,29,23), 2" = (2, 2}, %) entonces por la
formula de distancia en el espacio:

[d(z, 2))* = (21— 21)* + (w2 — 25)” + (23 — 23)". (1.34)

Desarrollando los cuadrados y teniendo en cuenta que 7,72’ € S,
esto es, la suma de los cuadrados de sus componentes es 1, llegamos a

[d(2,2")]? = 2 — 2(z12 + woxhy + 232%). (1.35)
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Ahora utilizando las ecuaciones (1.32), tenemos:

I1II1 + 1'21'/2 + fIJgIg =
_ ) +) - (- =)+ (2P - D(FP - 1)
(22 + D(|* + 1) '

Realizando los productos de los paréntesis, cancelando y agrupando
términos semejantes llegamos a:
2022+ 22') + |2*|¢) — |2 — | + 1
(122 + 1)(l=']* + 1) ‘

/ / !
127 + Ty + X3x3 =

Como 22/ + 22/ = 22/ + 22/ = 2Re(z2'), tenemos que

ARe(22') + 272" — [o]* — |Z/P + 1
(I + D(l='* + 1)

/ / /
T1T] + Ty + X3x5 =

Sumando y restando |z|?,|2/|* en el numerador y agrupando térmi-

nos obtenemos

T1X) + ToTh + w37y =
_ =2(|2 = 2Re(22) + 12 P) + (2P + [P+ PP+

B (1212 + D)(|='[> + 1) B

_ 22— 2P+ (42 + )

B (Iz* +D)([='[>+ 1) ’

(1.36)

y reemplazando (1.36) en (1.35) tenemos:

2 _ —2/z = 2P+ (L+ [z)) (L +]2']°)
[d(z =) = 2—2< (22 + 1) (|22 + 1) )

20122 + DU +1) = 2(=2]z = ' + (1 + [2) (1 + |2]*))

(I + D(l='* + 1)

4z — 22
(2P + Dz +1)°
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De donde, finalmente,

: 2|z — |
d(z,2') = . 1.37
(=) (1217 + D)(l='[> + 1)]2 37

Cuando Z' = N, tenemos que:

[d(z,00)]* = @i+ a5+ (25— 1)°
= (#4234 23)—223+1
= 2—2x3
_ 2_2<|z|2_—1)
|22+ 1

2(]z2+1) = 2(2> = 1)
|22+ 1

luego
d(z,00) = ———. 1.38
=0 )
Ejemplo 1.5.2. Sea A un circulo contenido en S. Entonces existe un
tinico plano P C R? con PNS = A. De la geometria analitica tenemos
que
P = {(z1,22,73) : 2151 + 2252 + w303 = 1},

donde (1, B2, B3) es un vector ortogonal a P yl es un nimero real.
Podemos suponer que i + B2 + 35 = 1. Utilizando esta informacion
es posible demostrar que si A contiene a N, entonces su proyeccion
estereogrdfica en C es una linea recta, y en otro caso es una circunfe-
rencia.

Veamos. Si A pasa por N = (0,0,1), de la ecuacion del plano
0-B140-By+1-083 =1 resulta B3 = 1. Ahora utilizando las ecuaciones
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(1.31) tenemos que:

213, 293 2 +y? -1
2+y?+1 22+ +1 0 24241

53 =

luego:

2161 + 2yBo + 2°Bs + Y2 B3 — B3 = la* + ly* +1

Factorizando los términos al cuadrado,

201 + 2yBo + % (Bs — 1) + y*(Bs — 1) = L + B, (1.39)

pero cuando A pasa por N tememos que 33 =1, luego

2031 +2yBs = 1 + B3

Podemos llevar esta ecuacion a la de una recta despejando y :

__ﬁl b:l—'_ﬁi”
By’ 20,

y=axr+0b con a=

Cuando A no pasa por N, tenemos por (1.39):

l
NP Y+’ = + P

S LR R e

y formando cuadrados

9 B 57 ) ( 2 B2 653 ) B
(x +253—l$+(ﬁ3—l)2 \V +2ﬁ3—ly+(ﬁ3—l)2 a
57 I653 n [+ B3

TG G B

Introduccion a las funciones de variable compleja
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esto es,
(H B >2+(y+ B ) _ (B DB =D+ B+ B
ﬂ?)_l 53_l (ﬂ3—l)2
= O3 =P+ B+ 5
B 1—12
(B3 —1)?

Finalmente, llegamos a la ecuacion

(x —a)’+ (y —b)? =1,

donde
P b b _ Ba r:vl—l"’
By —1U By — 1 By —1"

que es la ecuacion de una circunferencia. En la Figura 8 podemos ver
la ilustracion de este ejemplo.

Figura 8: Proyecciones estereogréficas de circulos en el plano exten-
dido

Introduccién a las funciones de variable compleja
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Ejercicios para el capitulo 1

1.1. Encuentre los siguientes valores:

a) (2+30)[3(4+3i) =6(2—20)] b) (1+)* c) <%+$>

1.2. Verifique:

(3—4i)(2+1) | 1
(2 —44)(6+8i)| 4
1.3.Si 2 =3—4iy w= —2+ 3i, determine de manera analitica y
grafica:
a) 2z + 4w b) 3z — 2w c)z—w—4

1.4. Identifique todos los puntos del plano complejo que satisfacen
la condicion dada. En cada caso, elabore un dibujo.

a)Re((1—4)z) =1 b)Re(s’)=-1 ¢)Im(z%) <0

1.5. Verifique las identidades siguientes:

a) Re(iz) = —Imz b) Jm(iz) = Rez

1.6. Exprese los siguientes niimeros complejos en forma polar y
elabore un dibujo:

: L—1 .
a) —Ti b) 7 c) —2+iV12
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1.7. Exprese los siguientes niimeros complejos en la forma x + yi
con z,y € R:

a) (1+1i)* b) (=1 +iV3)% c) M‘%}JN

[2 cis 116

1.8. Escriba en forma polar los siguientes ntimeros complejos:

1 —iv3)7
a) ﬂ (pase primero a forma polar ambos términos).

(V3=
b) 1 —sena +icosa (donde 0 < o < 7).

1.9. Encuentre todos los valores de cada una de las siguientes raices
complejas y elabore un dibujo:

a) V18i

—1+414v3
b) —5

c) \?72_72
d) v2—2iV3

e) vA+ 4i

1.10. Haciendo:
2 2 . (2#)
W = COos — +1sen — =cis | — |,
n n n
pruebe que las raices n-ésimas de la unidad pueden ser expresadas por

2 n—1
Lw,w, ..., w" .
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1.11. Encuentre todas las raices complejas de las siguientes ecua-
ciones:

W) 1424 bt 2 =0
C)1—22+Z4—z6+...+(_1)n22n:O

1.12. Encuentre una ecuacién compleja para la recta y = max + b,
donde m,b € R con m # 0.

1.13. Encuentre una ecuaciéon de la forma |z — 25| = r para la
circunferencia de Apolonio

|z — i B
|z —4i]

1.14. Encuentre una ecuacién compleja para la hipérbola 922 —
49% = 36.



