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Capitulo

Funciones de variable compleja

A fin de construir un adecuado acervo de ejemplos, en este capi-
tulo se estudian las funciones basicas en los niimeros complejos. Se
hace énfasis especial en su comportamiento geométrico, pues deben
entenderse como transformaciones del plano.

3.1. Funciones elementales

3.1.1. Nociones generales

Una funcion de variable compleja esté definida en un subconjunto
D de niimeros complejos y toma valores en los niimeros complejos. De
manera simbolica, es una funcién

f:DCC—C.
Si la variable es z = x + yi entonces la parte real e imaginaria de

la imagen f(z), consideradas como funciones reales de dos variables

Introduccién a las funciones de variable compleja
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reales, se denotan
u,v: D CR* — R,

de manera que f(z + yi) = u(x,y) +iv(x,y), ver Figura 9.

Figura 9: Representacion de una funciéon compleja
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Las funciones de variable compleja no se pueden representar de
manera grafica como se hace con las funciones reales, luego su com-
portamiento geométrico se estudia mediante el efecto de la funcion
sobre ciertos subconjuntos, en especial sobre las rectas horizontales
y verticales. En las secciones siguientes se presentan las principales
funciones de variable compleja, cuyo conocimiento serd ttil en el de-
sarrollo del célculo diferencial e integral complejo.

3.1.2. La funcién lineal

Tomando el nombre del célculo real, una funciéon compleja lineal
tiene la forma f(z) = az + b donde a,b € C y a # 0. El dominio de
esta funcion es todo el plano complejo. Para su estudio se consideraran
varios casos.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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e f(z)=2z+0b

Este caso corresponde al valor ¢ = 1. Si b = ¢ + di entonces las
funciones componentes son u = = + ¢, v = y + d. La imagen de una
recta vertical z = p es la recta vertical v = p 4 ¢; la imagen de una
recta horizontal y = s es la recta horizontal v = s + d. La imagen de
cualquier figura es la misma figura, desplazada c¢ hacia la derecha (si
¢ > 0) y d hacia arriba (si d > 0), es decir, se trata de la traslacion
en el vector (¢,d) = b. Esta funciéon preserva las lineas rectas y los
angulos.

e f(z) =a1z con a1 €ER y a; >0

En este caso las funciones componentes son v = ayx, v = a1y.
La imagen de una recta vertical x = p es la recta vertical u = a1p;
la imagen de una recta horizontal y = s es la recta horizontal v =
ais. La imagen de un rectangulo, o de cualquier figura, se obtiene
multiplicando todas sus coordenadas por el mismo escalar a;. El efecto
geométrico es una homotecia centrada en el origen. Si a; > 1 se trata
de una dilatacién o ampliacion; si a; = 1, resulta la funcién idéntica; si
0 < a; < 1 se tiene una contraccién o reducciéon. Esta funcién también
preserva las lineas rectas y los angulos.

e f(z) =azxz con |az| =1

En su forma polar se tiene ay = cos a + i sen o para su argumento
a, de manera que las funciones componentes de f son u = xcosa —
ysena, v = xrsena + ycos «. Estas igualdades se pueden expresar de
manera matricial como sigue.

ul  [ecosa —senal [z
v| |sena cosa | |y

La matriz de esta transformacion lineal es una matriz de rotacion,
luego esta funcion corresponde a una rotacion alrededor del origen en
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un angulo o = Arg(as). Notese que si z = |z[(cos 0 + isen f) se tiene
lo siguiente.

f(2) = agz = (cosa + isena)|z|(cosd + isend)
= |z|(cos @ +isenf)(cosa +isena)

= |z|(cos (0 + @) +isen (0 + ))

Asi f(z) tiene el mismo valor absoluto que z y su argumento aumenta
en «. La imagen por esta funciéon de una linea recta es también una
linea recta, rotada un édngulo arg(as) respecto al origen, asi que esta
funcion preserva las lineas rectas y los angulos.

Combinando los anélisis de los casos particulares, la funcion lineal
f(z) = az + b corresponde de manera simultanea a una homotecia
con centro en el origen y factor |a|, una rotacion alrededor del origen
de dangulo Arg(a) y una traslacion en el vector b. La imagen por esta
funcién de cualquier recta siempre es una recta, y ella preserva los
angulos.

3.1.3. La funcién conjugado

La funcién compleja conjugado esta definida como f(z) = Z, su
dominio es todo el plano complejo y sus funciones componentes son

u = x, v = —y. La imagen de una recta vertical x = p es la misma
recta vertical u = p; la imagen de una recta horizontal y = s es la recta
horizontal v = —s. La imagen de cualquier figura es la misma figura

reflejada de manera horizontal en el eje real. Esta funcion preserva
todas las rectas y los angulos.

Combinando esta funcién con la anterior se obtiene el resultado
siguiente.

Proposicion 3.1.1. Las funciones complejas de la forma f(z) = az+b
y g(2) = az + b, donde a,b € C, dan cuenta de todos los movimien-
tos de la geometria euclidiana en el plano: reflexiones, traslaciones,
rotaciones y homotecias.
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3.1.4. La funcién cuadratica

El dominio de la funcién cuadratica f(z) = z? es todo el plano C.
Las funciones componentes son u = 22 — y?, v = 2xy, ver grafica en la
Flgura 10a y Flgura 10b La imagen de la recta vertical xt = a # 0
esu=a’— 5 = 4“4 2, esta es una parabola con el vértice (a?,0)
que se abre en el sentido negativo de u (“hacia la izquierda”) y corta el
eje imaginario en v = +2a?. De manera similar, la imagen de la recta
horizontal y = ¢ # 0 es u = % — = ”2;:‘%‘34, una parabola con el
vértice (—c?,0) que se abre en el sentido positivo de u y corta el eje
imaginario en v = £2¢?, ver la Figura 11a, y un rectangulo mediante
f(z) = 2? forma una figura en forma de hoja, ver la Figura 11b.
Se nota que, aunque las rectas son perpendiculares, ambas parabolas

tienen como eje, el eje real.

Figura 10: Partes imaginaria y real de la funciénf(z) = 22.

(a) Parte imaginaria de 2.
(b) Parte real de 2.

Figura 11: Imagenes de rectas y un rectangulo mediante la funciéon
flz) =22

(a) Recta horizontal y vertical (b) Recténgulo [0,1] x [-1,1]

e »

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Por otro lado, la imagen de la recta vertical x = 0 es la semirrecta
v = 0, u < 0, se nota que ambas semirrectas originales se “doblan”
una sobre la otra en una sola semirrecta imagen. La imagen de la recta
horizontal y = 0 es la semirrecta v = 0, u > 0; la imagen de la recta
diagonal y = z es la semirrecta u = 0, v > 0; la imagen de la recta

diagonal y = —x es la semirrecta u = 0, v < 0; en general, la imagen
de la recta y = mx con m # 1 es la semirrecta v = lfﬁgu donde u > 0

cuando |m| < 1y u < 0 cuando |m| > 1. En coordenadas polares, si
z = |z|(cos @ + isen ) entonces se tiene

f(z) = 2% = |z|*(cos 0 + isen #)® = |z|*(cos 26 + i sen 26).

Asi pues, por la funciéon cuadratica el valor absoluto se eleva al
cuadrado y el argumento se duplica, es decir, esta funcion envuelve
el plano dos veces sobre si mismo alrededor del origen. Contrario a la
funciéon cuadratica real, la funcion cuadratica compleja es sobreyectiva:
el origen es imagen solo de si mismo mientras todo punto distinto del
origen es imagen de exactamente dos niimeros complejos, a saber, sus
dos raices cuadradas.

De manera similar se puede estudiar el comportamiento geométrico
de cualquier funcion potencia f(z) = 2", que envuelve el plano n veces
sobre si mismo alrededor del origen.

3.2. Las transformaciones de Mobius

3.2.1. Funciones racionales

Una funcion racional es el cociente de dos polinomios:

p(Z) a0+a12+a222—|—...+amzm

r(z) = =

q(z2) bo+ b1z +byz2 + -+ b2
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Aqui ¢(z) # 0, es decir, al menos uno de los coeficientes b; es
diferente de cero. El dominio de esta funcién r(z) es todo el plano
excepto los finitos puntos 2 en los cuales g(zy) = 0, esto es, las raices
del denominador, que son a lo mas n.

Un caso particular es la funcién inverso multiplicativo que se estu-
diara en seguida. Otro caso especial, un poco mas general, es la funcion
racional cuyo numerador y denominador son ambos de grado menor
o igual a 1. De manera explicita, se trata de una funciéon s definida

€como
az+b

5(z) = cz+d
donde a, b, ¢, d € C son nimeros complejos fijos y ¢, d no son a la vez
cero. Cuando ¢ = 0 se tiene s(z) = 2z + 2, y se trata de una funcién
lineal. Cuando ¢ # 0, resulta

az +b %(cz%—d)—f—b—%d a ad—bc
s(z) = = = -

cz+d cz+d ¢ clez+d)

Asi pues, si ad — be = 0 entonces s es una funciéon constante (a saber,
% cuando c# 0y g en caso contrario). El caso mas interesante ocurre
cuando ad — bec # 0, que son las llamadas transformaciones de Mobius
que se estudiaréan luego.

3.2.2. La funcién inverso multiplicativo

La funcién inverso multiplicativo esta definida como

Su dominio es la region D = C — {0} de todos los complejos no
nulos. Las funciones componentes son u = ﬂmTyZ yU= —ﬂyTyQ, ambas
tienen como dominio el plano excepto el origen R? — {(0,0)}. Si z =
|z|(cos 0 4 i sen #) entonces

1 1 1
flz)=-= —l(cos (—0) + isen (—0)) = —(cosf — isen®).

z |z ||
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El efecto geométrico de esta funcion es una reflexion en la circun-
ferencia unidad S seguida de una reflexion en el eje real.

1

Se nota que en este caso u? + v? = de manera que también

x2+y27
2,,2 1 . . _ 2.2\ _ _u
YT = e Por una parte, esto implica que x = u(z*+y*) = et
Yy = ——+— lo cual muestra, de otra manera, que esta funcion es
us+v ’ ’

igual a su propia inversa. Por otro lado, la imagen de la recta vertical

— _ a _ 2 2 2 2 _ u
x—a%Oesu—W—a(u—l—v),dedondeu—|—v—E,esto
12 2 1 : . 1
es (u — %) +v® = 13, esta es una circunferencia con centro (%7 O)

. 1 .
y radio 5-, de manera que pasa por el origen aunque este punto no
pertenece al recorrido de la funcién. En la Figura 12 se muestran la
recta y su imagen en un mismo plano.

1
Figura 12: Imagen de una recta por la funcion f(z) = —
z

3.2.3. Transformaciones de Mobius

Definiciéon 3.2.1. Una transformacion de Mobius es una funcion de
variable compleja S definida como:

az+b
S(z) = cz+d’

donde a,b,c,d € C son numeros complejos fijos tales que ad — bc # 0.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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El dominio de esta funciéon es la region D = C — {—%} cuando
¢ # 0, y todo el plano complejo en caso contrario. Como ejemplo,
ya se observo que toda funciéon lineal es una transformacion de Mo-
bius, cuando ¢ = 0. La funcién inverso multiplicativo también es una
transformacion de Mébius, cuando a =d =0y b= ¢ # 0.

Proposicion 3.2.1. Toda transformacion de Mdbius o es una fun-
cion lineal o es la compuesta de una funcion lineal, la funcion inverso
multiplicativo y otra funcion lineal, en ese orden.

Demostracion. Si ¢ = 0 se tiene una funcion lineal. Si ¢ # 0 entonces

(bc—ad) 1 a az+b

+—=—
cz+d ¢ cz+d

z—>cz+d—

cz+d c

y la transformacion de Md&bius es la compuesta indicada. O]

Asi pues, segun el analisis geométrico de las funciones lineales y la
funcion inverso multiplicativo, la imagen de una recta o una circun-
ferencia por cualquier transformacion de Mdbius es una recta o una
circunferencia. Por ejemplo, la célebre transformacion de Cayley es la
transformacion de Mébius

zZ—1

Clz) = zZ+1

que tiene como caracteristica peculiar que transforma el semiplano
superior Jm(z) > 0 en B(0, 1), el interior del disco unitario |z| < 1
(véaase el ejercicio 3.6).

Proposicion 3.2.2. Si todos los coeficientes de una transformacion
de Mdébius se multiplican por una constante no nula, la funcion no
cambia.

Demostracion. Pues para A # 0,

Aaz +Ab Aaz+0b) az+b
Aez+Md AMez+d)  cz+d
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Corolario 3.2.1. En una transformacion de Mdbius puede tomarse
ad — bc = 1.

Demostracion. Basta multiplicar todos los coeficientes de la transfor-

macién dada por
1

Vad — bc

Ol

Proposicion 3.2.3. FExcepto la funcion idéntica, una transformacion
de Mobius tiene a lo mds dos puntos fijos.

Demostracion. La ecuacion S(z) = z equivale a
>+ (d—a)z—b=0.

Si ¢ # 0, esta es una ecuacion cuadratica que, en los complejos, tiene
una o dos soluciones; si ¢ = 0 pero a # d entonces es una ecuacion
lineal con una tunica solucién; por fin, si ¢ = 0 y a = d entonces la
ecuacion se reduce a —b = 0, que no tiene solucion si b # 0 y que tiene
infinitas si b = 0. En este ultimo caso la transformacion de Mobius es
S(z) = z. O

En consecuencia, por ejemplo, la funciéon conjugado no es una
transformacion de Mobius, porque no es la funciéon idéntica y tiene
infinitos puntos fijos, a saber, todos los reales.

Proposicion 3.2.4.

1. La compuesta de dos transformaciones de Mobius es una trans-
formacion de Mobius.

2. Toda transformacion de Mobius es biyectiva, y su funcion inver-
sa también es una transformacion de Mdbius.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Demostracion.

b
1. La compuesta de S(z) = az—td y T(z) = az i? o5
Ccz Yz

(acx +bd)z + (af + b6)
(ca+dvy)z + (cf + db)

ST(z) =

az+b 0 dz—b
_ _ 8z—0 0
cz—f—dess (2)

—cz+a
Corolario 3.2.2. Las transformaciones de Mobius constituyen un
grupo con la composicion.

2. La inversa de S(z) =

Se nota que la composicion de transformaciones de Mobius co-
rresponde al producto matricial, y que el determinante del producto
es el producto de los determinantes. Por otro lado, la funcién inver-
sa también corresponde a la inversa matricial. Asi se observa que el
grupo de transformaciones de Mébius es isomorfo al grupo lineal es-
pecial SLy(C) constituido por todas las matrices complejas 2 x 2 con
determinante 1.

3.3. La funcién exponencial

Del calculo real recordamos las siguientes expresiones en series de
potencias para las funciones bésicas.

oo
e’ = E
n=0

n

| 8

! (3.1)

3

e 2n+1 > m2n

senz = Z(—mm cosz = Z(—mm (3.2)

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Segun los resultados de la seccion 2.2.4, si la serie (3.1) se considera
en los nuimeros complejos entonces ella converge absolutamente en
todo el plano, lo cual determina una funciéon de variable compleja.

Definicion 3.3.1. La funcion exponencial compleja e : C — C :
z — €% estd dada por la serie de potencias:

= % (3.3)

Walter Rudin consideré que “esta es la funcién mas importante en
matematicas” (ver [4, p. 1]).

Proposicion 3.3.1.

1. La exponencial compleja generaliza la exponencial real: si x €
R entonces la exponencial compleja e* coincide con la funcion
exponencial real e*.

2. e =1.

3. et = e*e?, para todo z,w € C.

Demostracion. Solo se probara la tercera, que es una consecuencia de
las propiedades de las series.

ey zn.z()
N D) Preamn z DR

l_
no]o(”J —

(véase el teorema 3.50 del libro |3, p. 74]). O

Si z = x + 1y entonces por la proposicion se obtiene:

ez — er+zy — ewezy’
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donde e” es la funcion exponencial real. ;Qué es ahora e? siendo y un
nimero real? Por definicién se tiene lo siguiente:

=3 Gyt (igyt 4 B2y W02 G2,

2 4 6 3' 5 7
(1_y_+y__y_+ )H-(y_y_ﬁ__h )

2 4! 6! 3! 5! 7!
e 2n+1
n y
N Z<_ ) 2n+ @2n+1)!
n=0

= cosy +iseny.

Esta notable igualdad, véilida para todo y € R, se conoce como férmula
de Fuler: A
e = cosy +iseny. (3.4)

Ahora la forma polar de un nimero complejo se puede expresar
de manera justificada como z = re?, siendo r = |z| y 8 = arg(z).
Un caso muy especial se obtiene para y = 7, pues entonces €™ =
cosm+isenm = —1+ 01 = —1, es decir,

e +1=0.
Esta expresion ha sido reconocida como “el teorema mas bello” en
matematicas.
Combinando los resultados anteriores se obtiene
e =e"(cosy + iseny),

de manera que las funciones componentes de la exponencial son u =
ecosy v v = e“seny. Con esta descripciéon también se pueden de-
mostrar las propiedades enunciadas antes, por ejemplo si z = = + 1y,
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w = u + v entonces:
e“e” = e”(cosy +iseny)e*(cosv + isenv)
= e”e"(cosy +iseny)(cosv +isenv)

=" (cos (y +v) +isen (y + v))
_ patu)tio)

_ €(x+1y)+(y+w) .

A partir de estas propiedades, por cualquier camino se pueden
demostrar muchas otras.

Proposicion 3.3.2. Para todo z,w € C:

4. efe = 1.

5. €* # 0 para todo z € C.

1

6. —=¢"
€Z

7. e =¢*

8. e =¢" siy solo st e~ = 1.
9. ¢ =1 si y solo st z = 2kmi para algun entero k € 7.

10. e* = ¢eY si y solo st z = w + 2kmi para algin entero k € Z.

De esta manera, la funciéon exponencial es periddica con periodo
271, esto es, sus valores se repiten en franjas horizontales del dominio
con ancho 27. Esto representa una primera diferencia fundamental con
la funcién exponencial real.

La imagen de la recta vertical x = a por la funcién exponencial
compleja es e*(cosy + iseny), y € R, que es una circunferencia con
centro el origen y radio e®. Para los distintos valores reales de a se ob-
tienen todas las circunferencias con centro el origen y radio positivo.
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Para una recta vertical fija, la imagen de cualquier segmento de longi-
tud 27 recorre la circunferencia una vez, asi que la recta completa la
describe infinitas veces. Por su parte, la imagen de la recta horizontal
y=cese’(cosc+isenc), r € R, que es una semirrecta que parte del
origen (sin incluirlo) ver la Figura 13. Se nota que cualquier recta
y = ¢ + 2km describe la misma semirrecta. La imagen de una recta
diagonal es una espiral logaritmica.

Figura 13: Imégenes de rectas por la funcion f(z) = e*

()= ¢

A /\\

y

A partir de aqui se puede determinar la imagen de diferentes sub-
conjuntos del plano, por ejemplo, la imagen de la region determinada
por x < 0, —7m < y < 7 es el disco abierto de radio 1 sin el origen,
esto es 0 < |w| < 1. En conclusion, podemos pensar que la funcion
exponencial compleja pliega el plano sobre si mismo infinitas veces.
Esta funcion no es inyectiva ni sobreyectiva, y toma todos los valores
excepto el cero.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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3.4. Las funciones trigonométricas

A partir de la formula de Euler (3.4), obtenemos las siguientes
igualdades, validas para todo y € R:

e = cosy + iseny,
e~ = cosy — iseny.

La solucién de este sistema es:

e + e W e —e~W

cosy:T, seny = 2
1

(3.5)

Estas igualdades se toman como definiciéon de las funciones trigo-
nométricas complejas.

Definiciéon 3.4.1. Para cada nimero complejo z, se definen las fun-
CIOMES Seno Y coseno como:

eiz _ e—iz eiz + 6—iz
Senz = ———— COSZ2 = —————
20 2

Las demds funciones trigonométricas se definen de la manera usual.

A partir de la definicién de la funciéon exponencial como serie se
obtienen las expresiones:

0 2n+1 o0 2n
sen z = HE_:O(— ) i) cos z = nE_:O(—l) 2

Estas series, que convergen en todo el plano complejo, también se
habrian podido tomar como definicion de las funciones trigonométricas
complejas, generalizando asi las series de potencias reales.

Tomando z = x + y7 se tiene:

e = e Y = ¢ Y(cosx + isenz),

e =e"""" =¢eY(cosx —isenx).
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se e’ +1co e
ne(——— 1coST | ————
2 2

= sen z cosh y + i cos z senh y,

ey+€_y . ey_e_y
COS zZ = COS T T +1senx T

= cosx coshy — isen xsenhy.

Luego:

sen z

Se obtienen asi las funciones componentes de las funciones trigonomé-
tricas.

Teniendo en cuenta que senh 0 = 0y cosh0 = 1, cuando z = x + 0z
es real, en las funciones componentes se obtiene:

sen z = sen x cosh 0 4 7 cos x senh 0 = sen z,

cosz = cosxcosh O — isenxzsenh 0 = cos z.
Esto demuestra el hecho siguiente.

Proposicion 3.4.1. Las funciones trigonométricas complejas genera-
lizan las trigonométricas reales.

En consecuencia se tienen, por ejemplo, los valores siguientes.

sen0 =20 sengzl senmt =0 sen2m =0
cos0=1 cosg:() cosm = —1 cos2m =1

A partir de la definicion se obtienen de inmediato las siguientes iden-
tidades.

Proposicion 3.4.2. Para cada numero complejo z € C se tiene:

1. sen?z + cos?z = 1,

2. sen(—z) = —senz y cos (—z) = cos z.
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Demostracion.

iz —iz\ 2 iz —iz\ 2
9 9 e —e e’ +e
sen“z + cos“z = e — + | —
21 2

e2iz -9 + e—2iz eQiz + 2 + €—2iz

= — =1.
4 + 4
2.
e~ % _ eiz e* — o2
sen (—z) = , =— , = —sen z;
T
cos(—z) = c 2+€ = +2€ = COS 2. O

De manera similar, haciendo las cuentas con las definiciones, se
obtienen las siguientes identidades que generalizan las usuales.

Proposicion 3.4.3. Para cualesquier nimeros complejos z,w € C se
tiene:

1. sen (z + w) = sen z cos w + €os 2z sen w;

2. cos (z + w) = cos z cosw — sen z sen w.

Reemplazando en los valores indicados en la proposiciéon 3.4.3
se obtienen otras identidades.

Corolario 3.4.1. Para cada nimero complejo z € C se tiene:

1. sen (z + 27) =sen z, cos (z + 2m) = cos z;
2. sen(z+ §) =cosz, cos(z — §) = sen z;

3. sen2z = 2sen 2 cos 2, cos 2z = cos’z — sen’z.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Por fin, se buscan las raices de las funciones trigonométricas, que
resultan ser todas reales.

Proposicion 3.4.4.

1. senz =0 si y solo st z = km para algin k € Z;

2. cosz =0 si y solo si z = 5 + km para algin k € Z.

Demostracion.

iz i
—e

1. Por definicion, senz = 0 si y solo si “—;
e —e®=0,siysolosie™ =e¢e* siysolosil =e
2iz = 2kmi para algtn k € Z, si y solo si z = k.

- z . .
= = 0, si y solo si

2z :
, sy solo si

2. Ahora, por (2) del corolario 3.4.1, cos z = 0 si y solo si sen (z+
) = 0, si ysolosiz+ 5 = k'm para algin k' € Z, si y solo si

3
z2=754 (K —1)m, siysolosi z= 7 4 km para algtn k € Z. O

En conclusion, las funciones trigonométricas basicas son periddicas
con periodo 27, sus valores se repiten en franjas verticales del dominio
con ancho 2.

Por (2) del corolario 3.4.1, para analizar la geometria de las
funcioines trigonométricas basta estudiar una sola funciéon. La imagen
de la recta vertical x = a por la funciéon seno es aquella rama de
la hipérbola con centro el origen y focos +1 que corta el eje real en
sen a; la imagen de la recta horizontal y = ¢ por la misma funcién es
una elipse con centro el origen, focos +1, cortes con el eje horizontal
4 cosh ¢ y con el eje vertical +senh c. ver la Figura 14.
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Figura 14: Iméagenes de rectas por la funcion f(z) = senz

f(z) =sen z

A /\\ A

senh ¢

>
cosh ¢
a sen a

3.5. El logaritmo complejo

Consideremos el problema de encontrar un nimero complejo w € C
tal que:
e’ =14 iV3.

Siw = wu+ vi, esto se traduce como:

e"(cosv +isenv) = 2 <Cosg + isen g) :

Esta ecuacion se resuelve tomando e* = 2 (esto es, u = In2) y
v = %, de manera que una solucién es w = In2 + %’ Pero también se
puede tomar cualquier otro argumento que difiera de 3 en un multiplo
entero de 27, de manera que hay infinitas soluciones que se pueden
expresar como:

w:ln2+i<§+2k7r), keZ.

Introduccion a las funciones de variable compleja
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Proposicion 3.5.1. Para cualquier nimero complejo no nulo z € C,
z # 0, la solucion general a la ecuacion e® = z es:

w = In |z| + i (Arg(z) + 2km),
donde k € 7.

Escogiendo el valor principal se obtiene una funcién compleja.

Definiciéon 3.5.1. Se define la funcion logaritmo principal para cada
z # 0 como:
Log z = 1In|z| + i Arg(z).

Asi, por ejemplo, Log (1 + 2\/3) =In 2+%i, Logi = %’ y Log(—1) =
.

Esta funcion es una inversa parcial de la funcién exponencial.

Proposicion 3.5.2. Para cada complejo z € C se tiene:

1. ef99% = 2 (si 2 #0),

2. Log (€*) = z + 2kmi, para algin k € Z.

Demostracion.

1. Por la definicién 3.5.1

eloss — elnlzl+iAre(z) — onlzl (cog Arg(z2) + isen Arg(z)) =

= |z| (cos Arg(z) + isen Arg(z)) = z.

2. Si z = o+ yi entonces e* = e”(cosy +iseny) de donde |e*| = e”
y Arg(e®) = yo con yop = y + 2km, aqui k € Z es el tnico entero tal
que —7 < yo < 7. En consecuencia, Log (e*) = In |e*| + i Arg (e*) =
Ine* +iyyo =z + (y + 2km)i = x + yi + 2kmi = z + 2kmi. O

Introduccion a las funciones de variable compleja
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. . 1, 3mi
En el segundo caso no siempre es k£ = 0, por ejemplo Log <ez+ 2 ) =

% — %. La prueba de las identidades siguientes es similar.

Proposicion 3.5.3. Para nimeros complejos no nulos z,w # 0 se
tiene:

1. Log (zw) = Log z + Logw + 2kmi, para algin k € Z,

2. Log ( ) = Log z — Logw + 2kmt, para algin k € Z,

SARS

3. Log (z") = n Log z + 2kmi, para algin k € Z.

En el primer caso no se tiene siempre k = 0. Por ejemplo:

{LOQ [(—=1)i] = Log(—1i) = — =,

de manera que Log [(—1)i] # Log (—1)+ Log . Por otro lado, respecto
al ultimo caso, por ejemplo:

Log (—1)*> = Log1 =0,
2 Log (—1) = 27,

ast que Log (—1)* # 2 Log (—1).

Con la ayuda del logaritmo, se pueden definir potencias complejas
arbitrarias.

Definiciéon 3.5.2. Para cualesquier nimeros complejos z,a € C, con
z # 0, se define:

20 — eaLogz.

Por ejemplo: i = eflosi — (%) — ¢=5 — Ze se nota que i’ € R.
Las propiedades del logaritmo determinan algunas propiedades de las
potencias.
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Proposicion 3.5.4. Para nimeros complejos no nulos z,w # 0, y
a,b € C arbitrarios, se tiene:

a+b _ a b
1. 2977 = 292°,

a2kmi

2. (zw)* = 2w , para algun k € 7,

wa

3. (i) - (Z—> e ™ para algin k € 7Z,
w

4. (z“)b = %2k para algin k € Z.

Aunque la continuidad se definird més adelante de manera formal,
se entiende muy bien que en cercanias del eje real negativo el argu-
mento de los niimeros salta de —7 a 7, lo cual implica que la funcién
logaritmo principal es discontinua en ese eje. Para subsanar este in-
conveniente se tienen diferentes opciones.

Una posibilidad consiste en escoger otro rango para los valores del
argumento. En general, cada porcién que se escoja define una rama
del logaritmo.

Definicion 3.5.3. Un rama del logaritmo complejo es una funcion
continua L definida en una region (subconjunto abierto y conexo) del
plano que no contiene a 0 y tal que e**) = 2 para cada punto = de la
Tegion.

Por ejemplo, el logaritmo principal restringido al plano excepto el
eje real no positivo es una rama del logaritmo complejo. De nuevo, en
ninguna rama se cumplen de manera plena las propiedades esperadas
de los logaritmos.

Otra posible solucion consiste en sustituir las funciones por multi-
funciones o funciones multivaluadas, que a cada elemento asignan un
conjunto finito o infinito de imégenes y no un sélo elemento.
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Definicion 3.5.4. Se define la multifuncion logaritmo para cada z #
0 como
logz={Inl|z| +i (Arg z + 2km) | k € Z}

Asi, por ejemplo, log(—1) = {7m'+2k;m'} y logi = {% +2k:m'}. En
el resultado siguiente, las operaciones a la derecha de cada igualdad
se realizan entre conjuntos, como se acostumbra en algebra.

Proposicion 3.5.5. Para numeros complejos no nulos z,w # 0 se
tiene:

1. log (zw) = log z + log w,

2. log (%) = log z — logw,

3. log (z™) =nlog z.

La combinacién de las ideas anteriores dieron origen a las superfi-
cies de Riemann. Si se considera la rama L; definida con el argumento
en [0,27), esta funciéon coincide con el logaritmo principal Log en el
semiplano superior, pero en el semiplano inferior ellas difieren en 27i.
Podria considerarse un pegamiento en el semiplano superior y dos
hojas separadas en el inferior. Este proceso se puede repetir indefini-
damente, formando una superficie con forma de hélice o espiral infinita
de hojas superpuestas. Cada vuelta corresponde a aumentar en 27 el
argumento.

De manera mas técnica, se construye la superficie

= z z — an :jm(z>
R-{(,@)\ €C—{0},0 € R, tand %e(z)}.

Aqui 6 corresponde a un posible argumento de z y, segun el inter-
valo donde se encuentra, el punto se ubica en la hoja correspondiente
de la superficie R. Como siempre, la excepcion PRe(z) = 0 se considera

Introduccion a las funciones de variable compleja



Capitulo 3 - Funciones de variable compleja 79

por aparte. En estas condiciones, la funciéon Li : R — C definida
como Lg(z,0) = In|z|+i0 es biyectiva, con inversa w — (", Jm(w)).

Se nota que, por un lado, se pegan las ramas del logaritmo en
una sola funcién; por otra parte, todos los valores de logz pueden
imaginarse como una torre de puntos superpuestos en la superficie,
uno en cada hoja, (ver la Figural5 que fue tomada de [5]).

Figura 15: Funciéon f(z) = log 2z

Ejercicios para el capitulo 3

3.1. Dado el triangulo con vértices 3+ 47, —3+44¢ y —5i, encuentre
su imagen por cada funcion y elabore un dibujo.

a) f(z)=2z—3+5i
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b) f(z) = iz
c) f(z)=iz4+2—1i
d) f(z) =iz +2—i

3—4

) 1) = (257 ) e -4

3.2. Encuentre una funcién lineal f(z) = az + b con a,b € C tal
que la imagen de la circunferencia |z + 1| = 2 es la circunferencia
|w + i| = 3. Elabore un dibujo.

3.4. Muestre que la imagen de la recta y = x — ¢ (con ¢ € Ry
¢ # 0) por la funciéon cuadratica f(z) = z? es una pardbola que se
abre en el sentido positivo del eje v, esto es, “hacia arriba”.

3.5. Muestre que la imagen de la circunferencia con centro el origen
y radio r > 0 por la funcién inverso multiplicativo es la circunferencia

. 1 . . . .
con centro el origen y radio —. En particular, la circunferencia unidad
es un conjunto invariante bajo esta funcion.

z2—1

3.6. Exprese la transformacion de Cayley, C'(z) = 23, como com-

puesta de funciones lineales y la funcién inversa. A partir de ello, jus-
tifique que esta funcion transforma el semiplano superior en el interior
del disco unidad.

3.7. En cada caso, encuentre todos los valores de z tales que:

a) e¥ =1, b) &) =1, c) el =1.

3.8. Encuentre la imagen de la region 0 < x < m, y > 0, por cada



Capitulo 3 - Funciones de variable compleja 81

una de las funciones siguientes.

a) f(z) = e”, b) f(z) = ie”.

3.9. Pruebe que:
e~ 17l < |e*|] < el#l

.,Cuando se tiene cada igualdad?
3.10. Muestre que para z = z + yi se tiene:
a) |sen z|? = sen?z + senh?y = —cos?x + cosh?y.

b) |cos z|? = cos®z + senh?y = —sen?x + cosh?y.

c) Concluya que |senz|? + |cosz|* > 1 para cada z € C.
;,Cuando se tiene la igualdad?

3.11. Demuestre que si |z| < 1 entonces |cos z| < 2.

3.12. Verifique las igualdades que siguen, para y € R:

a) sen(iy) = isenhy, b) cos(iy) = coshy.

3.13. En cada caso, encuentre Log z y log z.

e |
+ —=1.

V22

a) z=1+41, b) z=1—1, c)z=

3.14. Encuentre las partes real e imaginaria de los siguientes com-
plejos:

a) z° con x € R,z # 0, b) (iy)" con y € R,y # 0.
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3.15. Determine el valor principal de cada una de las siguientes
expresiones.

a) 3, b) (mi)°, c) (V3 +1)z.
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